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EINLEITUNG

In dieser Arbeit sollen Losungen zum Cauchyproblem der skalaren Erhaltungsgleichung

(1) uf+f(u)z +g(u)y=0

(2) u(O,z,y) = uﬂ(z,y)

mit f,g € C*(IR) konstruiert werden. Da Losungen zu dem Problem (1),(2) auch bei sehr
glatten Anfangsdaten im allgemeinen zu Unstetigkeiten fiihren, betrachtet man die Glei-
chung im schwachen Sinne. Dieser Losungsbegriff liefert allerdings mehrere zuléssige Losun-
gen. Um die physikalisch sinnvolle Losung zu erhalten, fiihrt man die Entropiebedingung
ein. Kruzkov [5] konnte mit Hilfe der Viskositdtsmethode zeigen, dafl genau eine Losung
existiert, die der Entropiebedingung geniigt. Allerdings ist bisher wenig iiber das qualitative
Verhalten von Losungen bekannt. Dies fiihrt zu der Aufgabe, Losungen fiir Spezialfille ex-

plizit zu konstruieren. In einer Raumdimension hat die Untersuchung des Riemannproblems
ue+ f(u): =0

w, firz<0

u(0,z) =
up, firz>0 ,

mit ur,ur € IR, einen entscheidenden Beitrag zum Verstindnis der eindimensionalen Er-

haltungsgleichung geleistet. Ein zweidimensionales Analogon ist die Gleichung (1) mit An-

fangsdaten der Form

u, fallsz>0undy >0

uy, fallsz <Oundy>0

u(0,z,y) =

42) i uz, fallsz<Oundy<0

ug, fallsz>0undy <0

Im Fall f = g fiihrt die Transformation ( = = +y,n = = — y auf die Gleichung
Ut + 2 f(u)(; =0

Diese Gleichung ist rdumlich eindimensional und kann mit bekannten Methoden geldst wer-
den. Chang und Klingenberg [1] geben fiir allgemeinere Anfangsdaten als (2A) die Kon-

struktionsprinzipien an.

Fiir den Fall f # g konstruierten Chang und Zheng [2] die Losungen unter der Voraus-

setzung, da f” > 0 und g" > 0 sind und jede Linearkombination von f und g hdchstens




eine Wendestelle hat. Klingenberg und Hsiao (4] konstruierten als Beispiel fiir nichtkonvexe
FluBfunktionen die Losung fiir den Fall f = v?, g = v® mit u; < u2 < uy < ug. Auch in

diesem Fall hat jede Linearkombination von f und g hdchstens eine Wendestelle.

In dieser Arbeit werden Losungen zu (1),(2A) konstruiert im Fall, daf f">0und g" >0
sind und Linearkombinationen von f und g mehr als eine Wendestellen haben. Es zeigt
sich, daf die Losungen stiickweise glatt sind. Die dargestellten Methoden reichen kombi-

niert mit den aus [1] bekannten Methoden aus, um Ldsungen fiir eine grofere Klasse von

FluBfunktionen f und g zu konstruieren.

Es ergibt sich folgender Aufbau der Arbeit :
In Kapitel 2 gebe ich einige grundlegende Sitze iiber skalare Erhaltungsgleichungen wie
Existenz, Eindeutigkeit und endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Anfangsdaten an.
AuBerdem gebe ich eine Verallgemeinerung der eindimensionalen Sprung- und Entropiebe-
dingung auf zwei Raumdimensionen an. Es ergibt sich eine Charakterisierung stiickweiser
glatter Losungen.

Im Kapitel 3 zeige ich, dafl Losungen zu Riemannanfangsdaten selbstdhnlich sind, d.h sie
sind konstant auf Strahlen durch den Ursprung. Durch diese Eigenschaft reduziert sich die
Anzahl der unabhéingigen Variablen auf zwei. Dies fiihrt zu einem neuen Losungsbegriff,

der es erlaubt die Konstruktion zu einem festen Zeitpunkt ¢ > 0 durchzufiihren.

Das Kapitel 4 leitet die fundamentalen Konstuktionsprinzipien her. Wegen des Prinzips
der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Anfangsdaten, kann das Problem entlang der
Achsen fiir grofie || und [y| in vier eindimensionale Riemannprobleme aufgespalten werden.
Die Schwierigkeit liegt darin, die vier eindimensionalen Wellen in der Nahe des Ursprungs
zusammenzusetzen. Es zeigt sich, daB eine nidhere Untersuchung der Entropiebedingung

notwendig wird. Diese Analyse macht den Hauptteil des Kapitels 4 aus.

Es zeigt sich, daf Losungen zu (1),(2A) sehr komplex werden, wenn f und g so beschaffen
sind, dafl es Linearkombinationen gibt, die “yiele” Wendestellen haben. Um Losungen ohne

zu grofen Aufwand noch explizit angeben zu kdnnen, mache ich im Kapitel 5 die zusétzliche

"

!
Voraussetzung, dafl der Ausdruck (%) hochstens eine Wendestelle hat. Aus dieser Vor-

aussetzung folgt, daf jede Linearkombination von f und g héchstens zwei Wendestellen hat.
Im weiteren wird die Enveloppewelle konstruiert, d.h. eine Welle, die aus Charakteristiken

besteht, die tangential aus einem Schock herauslaufen. Als weiteres Phinomen tritt eine
Aufspaltung von Schocks auf.
Im Kapitel 6 wird kurz beschrieben, wie die in den Kapiteln 4 und 5 hergeleiteten Metho-

den verallgemeinert werden konnen.




KAPITEL 2

GRUNDLAGEN SKALARER ERHALTUNGSGLEICHUNGEN IN ZWEI RAUMDIMENSIONEN

In diesem Kapitel schildere ich zundchst, was ich unter der Entropieldsung einer skalaren

Erhaltungsgleichung

(1) ue + f(u)e +9(u)y =0

zu den Anfangsdaten
(2) (0, z,y) = uo(z,y)

verstehe. Die Funktionen f und g seien zweimal stetig differenzierbar und uo sei eine be-
schriinkte, mefbare Funktion. Aufierdem gebe ich einige bekannte Aussagen iiber Existenz
und Eindeutigkeit an. AnschlieBend betrachte ich den Losungsbegriff fiir stiickweise stetige

Losungen.

2.1 Definition (Entropiel(")sung)
Eine beschrinkte mefibare Funktion u : Rf x IR* — IR heifit schwache Losung des Pro-

blems (1),(2), falls
(i) fiir alle ¢ € C§°(R™ % IR?) gilt :

/ (upr + f(u)pz + g(u)py) dedydt =0
0 R?

oe . )= 8 Ll m2 .

(ii) esszl\r‘%u(t, ,.) =ug In toc ()

Eine schwache Losung des Problems (1),(2) heifit Entropieldsung, falls
(iii) fiir alle ¢ € C§° (B+ x IR?) mit ¢ > 0 und fiir alle £ € IR gilt

/ /sign (u = k) [(u— k) pe + (f(u) = f(k)) ¢z + (g(u) = g(k)) ] dz dy dt > 0

0 R?

BEMERKUNG:
Die Ungleichung in (

Wahl der Testfunktion ¢ > 0 ausnutzt und k == sup |u(t,z,y)| wihlt.
R*xR?

iii) beinhaltet die schwache Formulierung, wenn man die Willkiir der

Folgende Theoreme konnte Kruzkov [5] in den 60’er Jahren beweisen:



2.2 Theorem(Existenz)

Eine Entropielosung des Problems (1),(2) existiert.

2.3 Theorem
Seien u und v Entropieldsungen zu (1) mit Anfangsfunktionen uo und vy und es sei M, so

da [u(t, 2,y)] < M und [o(t,2,)| < M. AuBerdem sei N = max //(w) + g(w). Dann
wER

gilt fiir alle R > 0, fiir fast alle 7 € IR und fiir beliebiges (z9,0)

wrmg) - vreldedy s [ lun(es) - wle,y)] dady

BRr(z0,y0) Br+nr(20,0)

Betrachtet man ug = vo, ergibt sich das folgende Korollar :

2.4 Korollar
Es existiert genau eine Entropielésung zu dem Problem (1),(2) .

2.5 Bemerkungen
1.) Es seien u,v, %0, %0 wie in Theorem 2.3. Gilt nun ug = vg in IR\ Bg(zg,%) ( R > 0 und
(zo,y0) € IR* ), dann folgt :

w=vin {(t,z,y)] |(z,¥) — (z0,%)| > R+ Nt}

Diese Aussage kann folgendermafen interpretiert werden:
Das Einfluigebiet der Anfangsdaten breitet sich mit endlicher Geschwindigkeit aus. Eine
lokale Abinderung der Anfangsdaten hat fiir die Gestalt der Losung zu einem spéateren

Zeitpunkt nur einen lokalen EinfluB. Diese Eigenschaft der Losung wird bei der Konstruktion

der Riemannldsungen wichtig werden.

2.) Kruzkov hat die obigen Aussagen fiir n > 1 Raumdimensionen gezeigt. Fiir meine

Zwecke reicht aber die angegebene Version fiir n = 2.

Die Konstruktionen in dieser Arbeit sollen in der Klasse der stiickweise glatten Funktionen

vorgenommen werden. Eine stiickweise glatte Losung erfiillt (1) in Punkten, in denen sie
)

klassisch differenzierbar ist, stark und iiber Sprungunstetigkeiten hinweg sind die folgenden

zwei Bedingungen erfillt ( zur Definition von stiickweise glatten Funktionen siehe [7] )




2.6 Sprungbedingung
Sei P = (tg,20,%0) €in Punkt auf einer Unstetigkeitsfache I' und 7 eine Normale an I in P.

Weiterhin sei u+ = lirré w(P + eit) und u_ := li\r'rtl) u(P — €ni)
€N, €

Dann gilt:
7wy = ue, flug) = F(us) g(us) = gus)) =0

2.7 Entropiebedingung

Sei 7t so orientiert, dafl uy > u— - Dann gilt fiir alle k € [u_,u ]

i (k—u-, f(k) = fu-),9(k) — g(u-)) 20

Umgekehrt erfiillt eine stiickweise glatte Funktion, die in Punkten in denen sie stark differen-
zierbar ist, die Differentialgleichung stark erfiillt und iiber Sprungunstetigkeiten hinweg der
Sprungbedingung geniigt, die schwache Formulierung der Gleichung (1). Ist zusatzlich {iber
Sprungunstetigkeiten hinweg die lokale Formulierung der Entropiebedingung (2.7) erfiillt, so
gilt die Entropiebedingung auch im integralen Sinne (2.1.(iii)). Diese Aussagen lassen sich

mittels partieller Integration und spezieller Wahl von ¢ und k beweisen (siehe [5] und [9] ).




KAPITEL 3

EIGENSCHAFTEN VON RIEMANNLOSUNGEN

3.1 Definition

Unter einem Riemannproblem versteht man folgende Aufgabe:

Gesucht ist eine Entropieldsung zu der Gleichung

(1) e+ fw)e +9(u)y =0

mit den Anfangsdaten

uy, fallsz>O0undy>0
ug, fallsz <Oundy>0
(2) u(0,2,y) = .
u3, fallsz<Oundy<0
ug, fallsz>0und y <0

Dabei seien f,g € C2(R) und u1,uz,us, Us € IR . Losungen von (1),(2) seien im folgenden

als Riemannlosungen bezeichnet.
Aus dem folgenden Lemma folgt, daf Riemannlsungen selbstdhnlich sind, d.h. sie sind

konstant auf Strahlen durch den Ursprung.

3.2 Lemma
Sei u: IR x IR — IR Entropielosung der Gleichung

U + f(u)r +g(u)y =0

'U(O,Z, y) = U (23, y)

AuBerdem gelte fiir alle ¢ >0, daB uo(z,y) = ug(cz, cy). Dann gilt fiir alle ¢ > 0

u(t, z,y) = ulct, cz,cy)

Beweis:

Sei uc(t,z,y) = u(ct,cz,cy)
und erfiillt die schwache Formu
Aus der Eindeutigkeit der Entropieldsung folgt :

fiir ein beliebiges ¢ > 0. u. hat die gleichen Anfangswerte wie u

lierung der Differentialgleichung und die Entropiebedingung

u(t,z,y) = uc(t’ T, y) = u(Ct, C(E,C’y)



Im Falle von Riemannanfangsdaten kann ich also folgenden Ansatz fiir die Losung machen

u(t,z,y) = u(l, ) = u(¢,m)

y

~|8
S~

mit { =zft,n = y/t und U : R? — IR . Im folgenden soll & konstruiert werden.

Ich untersuche, welche Eigenschafte
uieren werde, untersuche ich zunichst, wie @ in “glatten

n @ haben mu8, damit v Entropieldsung ist. Da ich

stiickweise glatte Losungen konstr

Bereichen” zu konstruieren ist und anschliefend, was in Sprungunstetigkeiten gelten muf}
’

damit v Losung des Problems (1),(2) ist.

Sei u eine Losung des Riemannproblems. Auflerdem sei P = (t,z,y) ein regulirer Punkt

von u, d.h. u sei in einer Umgebung von P klassisch differenzierbar. Dann ist % in einer

Umgebung des Punktes (¢,n) = (z/ t,y/t) differenzierbar.

Es folgt :
8¢ . On :
_o¢ .1
3) ur = gz = UCy
U ﬂ@l:ﬂl
y "lay 7lt

Differenziert man in der Differentialgleichung (1) f(u). und g(u), aus, erhilt man die fol-

gende quasilineare Formulierung der Gleichung

ue + f'(w)us +9'(Wuz =0

Mit (3) ergibt sich
¢ . - S
—igy ~ Uyt fl(@)ics +9'(@)iq; =0
t
Es folgt
(f'(@) = Q)¢ + (g'(@) = M)in =0
i muB obige Gleichung in reguliiren Punkten erfiillen, falls u Losung des Problems (1),(2)
sein soll.
Als néachstes untersuche ich, was iiber Sprungunstetigkeiten hinweg erfiillen muf}, da-

mit u Entropieldsung ist. Fliachen auf denen u unstetig ist, ergeben Schockkurven fiir die

Funktion @. Wegen der Selbstahnlichkeit von u hat eine Schockkurve S die folgende Gestalt:

S ={(t,¢(s)t,n(s)t) |t € (0,00),8 € I'}

Dabei sei
i) I=(a,b)CIR ein Intervall ,

i) ¢ € CHI,R) mit (¢',n)(s) #0 fiiralles€ I

i) (¢,n) injektiv.




Fiir die Betrachtung der Sprung- und Entropiebedingung bendtige ich eine Normale an den
Schock. Um die Normale zu bestimmen, berechne ich zunachst zwei Tangentialvektoren an
die Schockfliche. Es ergeben sich

. 0

= 5?(t,g(s)t,n(S)t)= (1,¢(s),n(s))  und

" 10 / !

e Zé—s(t,c(s)t,n(s)t)= (0,¢(s)ym'(s))
Durch das Vektorprodukt zwischen 7, und 7, erhdlt man eine Normale 7 .

i =7 x 7= (C6)n'(s) = ¢'(s)n(s), —n'(5),¢'(s))

Die Sprungbedingung fiir einen Punkt P auf der Schockunstetigkeit lautet:

e (ug —umy flug) = flu-),9(uy) —g(u-)) =0

il b= }1{% (P + €ft) und u_ = e11{1(1’1;(P —€i) . Damit ergibt sich:

cloyte) — Cote) - () LT o g ) Zolec)
. + —U-

= (- 2L o R e .

Damit erhélt man :

I
&

Flus) = flu-) uy) — g(u-
(@ (e (e e L
Uy — U Uy — U
. Der Vektor n = (ng,ny) ist eine Normale an die Schockkurve

o Aus (4 folg,dag (¢ - L TL), _ glee) — o),

hockkurve die gleiche Richtung haben. Das bedeutet, daf8 die Tangente durch den Punkt

Es sei dabei 77 = (ntyn:any)

und die Tangente an die

Sc
(i) = fluo) gles) 2900, g,

Uy — U

Jetzt untersuche ich, was aus der Entropiebedingung fiir % folgt. Die Normale 7 sei jetzt

so orientiert, da us > u- - Die Entropiebedingung besagt, daf} fiir alle £ mit u_ <k < uy

gilt:
it (k—u=, f(k) = fu=),9(k) — g(u-)) 20

Daraus folgt:

f(k) = f(u-)

(+) Met e vy

Aus der Sprungbedingung folgt:

() ne = ~Me s

10




Aus (*) und (**) folgt:

. flk) = fu) g(k) - g(u-) o flug) = flu-) dop g(uq) — g(u-)
LI P Vok—u. T uy—u- Voouy —u_

und zwar fiir alle k mit u_ < k < uy . Diese Bedingung ist dquivalent zu:

Fk) - Flu-) 2 Flue) - Flee) firu. <k<u

k—u_ Uy — U

Dabei ist F(v) = n=f(v) + nyg(v) .
Aus der obigen Ungleichung folgt, dafi der Graph der Funktion F zwischen u_ und uy

oberhalb der Sekanten zwischen diesen beiden Punkten liegen muf (siehe Abbildung 3.1).

NF

Abbildung 3.1

Es wird die eindimensionale Entropiebedingung in Normalenrichtung gepriift. Die soeben
hergeleitete Formulierung der Entropiebedingung macht deutlich, wie wichtig die Linear-
kombinationen von f und g sind. Es wird sich zeigen, dafi insbesondere die Anzahl der
Wendestellen der Linearkombinationen die Komplexitdt der Losung beeinflufit.

Schlielich muB % so konstruiert werden, dafl u die Anfangsdaten (2) annimmt.

Sei z > 0 und y > 0. Es gilt

" W sql Y
= 0) ) =1l sy = 73 7
w = u0,2,9) = limu(t,2,9) = g (5, )
= c:}ir}l w((,n) =uy mit (>0undn >0
‘=¢onnl

11




Da ug in einer Umgebung von (z,y) konstant ist, und die Anfangsdaten dem Prinzip der

endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit gehorchen, existiert :h\?(lJ u(t,z,y) . Analoges gilt fiir

die anderen Quadranten. Insgesamt ergibt sich
uy, falls¢>0undn>0
uz, falls¢ <Oundn>0
lim u(¢,n) =
tn? oo us, falls ( <0und 7 <0

-{:connt
ug, falls¢ >0undn<0

Damit ergibt sich folgendes Theorem:

3.3 Theorem
Sei i : IR® — IR stiickweise glatt und gilt
1.) in allen Punkten (¢,7) € IR, in denen @ glatt ist, daf
(f'(@) = Q)i + (¢ (@) = n)iy, =0
2.) in allen Sprungunstetigkeiten ({,7) € IR?, dafl
a) die Sprungbedingung ist erfiillt, d.h.

‘nc(C‘&ij:‘—i—S&l)+n”(n—-ﬂ%_z%‘_)):o :

dabei sei n = (n¢,n,) die Normale an die Schockkurve und zwar so orientiert, dafl

wp o= lima ((Gym) + en) > Bmi ((G,) ~ en) =+

b) die Entropiebedingung ist erfiillt, d.h.
F(k) - Plu) | F(uy) = F(u.)

k- Ut — U

fiir alle k € [u—,u4] ; dabei sei F:=n¢f +n,g,

3:)
uy, falls¢>0undnp>0
N uz, falls{ <Oundn>0
lim a(¢,n) =
iy ug, falls{ <Oundn<0

S-:carut
n
ug, falls¢>O0undp<0 ,
dann ist w: IR* x IR — IR definiert durch

u(tazay) = ﬁ'(%$% firt >0

u;, fallsz>0undy >0
ug, fallsz <Oundy>0 2
d u(0,z,y) := ir t=0
u ( uz, fallsz<Oundy<0

ug, fallsz>O0undy <0

12




die Entropieldsung zu der Gleichung
(1) u+ fu)e +9(u)y =0

mit den zugehdorigen Riemannanfangsdaten (2).

Umgekehrt gilt fiir jede stiickweise glatte Entropielosung zu (1) mit Riemannanfangsdaten:

Die Losung ist selbstéhnlich und fiir w(¢,n) = ulc,e,en) ((mit ¢ > 0 beliebig ) gelten
1.)-4.) .

Mein Ziel ist es die Funktion % zu konstruieren. Dazu betrachte ich zunachst die Charakte-

ristiken der Gleichung
(v % %) (f'(8) - Qg + (¢'(8) = Mg =0,

um das Verhalten von @ in den “glatten Bereichen” zu studieren.

3.4 Definition(Charakteristik)
Sei @ in der offenen Menge V c R? glatt. Eine Kurve (z,y): I — V (I C IR ein Intervall)

heift Charakteristik, falls

d .
—-a(s) = f'(a(a(s),y(s))) — 2(s)
d

-v(s) = ¢'(a(=(9),4(s))) — 9(s)

3.5 Bemerkung
i) Eine Lésung % von (* x *) ist auf Charakteristiken konstant und der Bildbereich der

Charakteristik ist Teilmenge einer Geraden durch den Punkt (f'(a),g'(w)), falls i(z,y) = u

auf der Charakteristik.
i) Seiw € C*(V) (V C IR? sei ein Gebiet). Ist w auf Charakteristiken konstant, so erfiillt

w die Differentialgleichung (x * *) stark.

Beweis:

i) Es gilt
i- _ . dz dy
a(s),(0)) = e + i 2

¢(f'(@) = @) + g (g'(@) — y)

Il
[~

== w(z(s),y(s)) =14 fiir ein @ € IR

13




Sei (20, Y0) = (2(80),y(50)) mit so € I, dann folgt:

z(8) = (zo = f'(@))e* ™" + f'(a)
(+) ,
y(8) = (yo — g'(@)e™° +g¢'(a)
Sei ohne Einschrankung zo # ¢'(#), dann gilt

80— 8

dy _ —(y —g'(@)e _w—g(@)

dz —(zo — f'(@))es0 — 3 - 7'(a) = const

Daraus folgt, daff die Charakteristik Teilmenge einer Geraden ist. Aus (+) folgt, daf die

Gerade durch den Punkt (f'(2),¢'(@)) geht.
ii) Dies folgt sofort aus der Definition der Charakteristiken.

q.e.d.

3.6 Definition (Basiskurve)

Die durch die Parametrisierung

B:R—mz

w— (f'(w),g'(w))

definierte Kurve heifit Basiskurve der Gleichung u; + f(u): + g(u)y, =0 .

Ich bestimme die Losung unter anderem mit Hilfe der Charakteristiken. Die Bemerkung 3.5

zeigt, wie wichtig die Basiskurve bei diesen Betrachtungen ist.

14



KAPITEL 4

METHODEN DER KONSTRUKTION UND EINFACHE FALLE

Im folgenden sei stets f” >0, g" > 0 und f,9 € C*(IR) vorausgesetzt. In diesem Kapitel
will ich die fundamentalen Konstruktionsprinzipien herleiten. Wegen des Prinzips der end-
lichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Anfangsdaten haben entlang der Achsen nur zwei

Anfangswerte einen EinfluB auf die Gestalt der Losung (fiir grofe |z| bzw. |y| ). Ich spalte
das Problem auferhalb des Kegels

Kz{(tvxvy)l |(2D,y)| >Nt}

in vier eindimensionale Probleme auf (zur Definition von N siehe 2.3). Deshalb l6se ich die

Gleichung zundchst mit Anfangsdaten der Form

wy, firy <0

(*) U(O,Z,y) e
wy, firy >0

Das folgende Lemma gibt die Losung in diesem Fall an.

4.1 Lemma

Die Entropieldsung zu der Gleichung

uy + f(ll,)z. + g(u)y =0

mit den Anfangsdaten (x) lautet

1.) fiir we 2 wit

wy , fiir Y S tgl(wl)
u(t,z,y) =« w, firy=tg'(w)und w; <w < w,

wy, firy > tg'(wn)

2.) fiir wa < wy:

wy, firy< tg———————(wl) — 9(ws)
wp — Wy

u(tvxay) =
g(w1) - g(w2)

w2, fury>t
wp — w2

Beweis:

15



Wegen der speziellen Wahl der Anfangsdaten reduziert sich das Problem auf

U + g(u)v =0

wy, firy<0
u(0,y) =

wy, fliry >0

In diesem eindimensionalen Fall sind die Losungen bekannt (Smoller , [9] ) . Im Fall wy > w,
ergibt sich eine eindimensionale Verdinnungswelle. Wegen der Voraussetzung g” > 0 ist u
aus 1.) wohldefiniert. Falls wz < w) ist, ist die Schockgeschwindigkeit so gewihlt, dal die
Sprungbedingung erfiillt ist. Die Entropiebedingung folgt aus der Konvexitat von g.

q.e.d.

Zum Zeitpunkt ¢ = 1 haben die in 4.1 konstruierten Ldsungen folgende Gestalt
1.) fiir wy > w) siehe Abbildung 4.1 ,
2.) fir wz < wy siehe Abbildung 4.2 .

AY
wl
72‘5’(“"1)
>
Y =9 (w,)
W4

Abbildung 4.1: w; > w; fiir t =1

Es gilt @(¢,n) = u(1,¢,n). Im Fall w; < w; sind die eingezeichneten Geraden die Charak-
teristiken von @ bzgl. der Gleichung
(f'(@) - ¢)ic + (¢'(@) = n)id, =0  (siehe 3.3-3.5) .
Analog kann die Erhaltungsgleichung mit den Anfangsdaten
wy, firz<0

u(0,2,) =
wp, firz >0 geldst werden.
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W,
Y= 2 (w,) '2(w‘)
Wa = W,
W,

Abbildung 4.2: w, < w, fur t =1

4.2 Definition
Im folgenden bezeichnen SY [wy,w2] bzw. VY [w;,w;] die eindimensionalen Schock- bzw.

Verdiinnungswellen aus (4.1) . Entsprechend seien SX [wy,w2] und V X [wy, w,] definiert.

Das Problem ist nun, die vier eindimensionalen Wellen im Kegel K zusammenzusetzen. Falls
die vier eindimensionalen Probleme nur Schocks bzw. nur Verdiinnungswellen liefern ist dies
noch einfach. Ich gebe im folgenden stets die Losung u des zugehdrigen Problems aus (3.3)

an. Sie stimmt mit u zum Zeitpunkt ¢ =1 iiberein.

4.3
Sei ug < up < ug < U1, dann hat die Entropielésung des Riemannproblems die in Abbildung

4.3 skizzierte Gestalt. Dabei sei P; := (f' (1g), 9" (us)) Hir 1 = 1,2,3.4.

Beuweis:
Die Gestalt der Losung fiir Punkte (z,y) mit z? +y2 grof} ergibt sich aus dem oben Gesagten.
Es gilt

2 Bu) = (£ (w).g" )

dw

Da f >0und g" >0 sind, ist die Basiskurve streng monoton steigend. Auflerdem tref-
fen sich nach (3.5) zwei Charakteristiken mit dem gleichen Wert von u ( sei v = 4 ) im
Punkt (f'(@),¢'(@)) . Daraus folgt die angegebene Anordnung der Charakteristiken. Da
sich die in 4.3 skizzierte Funktion aus Bereichen zusammensetzt, in denen sie aus Charak-

teristiken besteht und aus Bereichen in denen sie konstant ist, ergibt sich aus (3.3), daf sie
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Y 5
i
Wy e
Z P
&\ /"‘_-/ \Pq
Uy

Abbildung 4.3: u3 < uz < us <Yy

die gesuchte Entropielosung ist. Die angegebene Funktion ist an den Ubergingen zwischen
Verdiinnungswellen und konstanten Bereichen stetig, aber im allgemeinen nicht differen-
sierbar. Dies lassen sowohl die schwache Formulierung der Erhaltungsgleichung als auch die
Entropiebedingung zu (siehe Sprung- und Entropiebedingung aus 2.6 bzw. 2.7 fiir u_ = u,).

q.e.d.

BEMERKUNG:
Analog 148t sich der Fall u3 < u4 < u2 < u; behandeln. Dieser Fall kann aber auch durch

Transformation auf den in (4.3) behandelten Fall zuriickgefiihrt werden. Ich gebe in diesem

Kapitel lediglich qualitativ verschiedenen Fille an. Auf mdgliche Transformationen gehe ich

in Kapitel 6 ein.

4.4
Sei u; < up < ug < ug . Dann hat die Entropielésung die in Abbildung 4.4 skizzierte

Gestalt.

(1) = f(ua) g(ua) = (wa)  p _ Flus) = S(ua) glur) = glue)y o

Dabei seien P; = ( ) .
U — U2 U2 — U3 U3 — Uq Uy — Ug

Fur) = flus) g(ua) = g(u;))‘

b
Uy — U3 Uy — U3

Py = (

Beweis:
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. &L“‘) - ‘pkul\

F X U, - Uq
b

Y= &(:’1) ‘—Q‘:‘:‘S) Pq P3

G (U,) ~ Quy)
P YET —uy

Uy

( - fluy)
X___ng P iuy
Uy - Uy

Abbildung 4.4: u; <u; <ug<uz furt=1

Aus der Konstruktion von SY [u3,uz] und SX[ug,u;] folgt, daf sie sich im Punkt P, =

(f(ul) - f(u2) ' g(u2) = g(ua)) schneiden. Analog gilt, daf sich die Schocks SX[u3,u4] und
u; — U2 Uz — U3

fluz) = fluq) g(w1) — g(uq)

’
U3z — U4q Uy — U4q

) schneiden. Die Lage der Punkte

SY [uq,u;] im Punkt P, = (
P, und P, zueinander folgt aus der Konvexitit von f und g und der Anordnung der Punkte

Uyyeey Ugq- Es gllt namlich

f(u])—f(UZ) < f’(uz) <f,(’LL4) < f(U3) —f(U4) —

Uy — U2 U3 — Ug

glur) —g(ua) _ g(ua) —g(us) _ g(uz) — g(u3)
Uy — Uq U2 — Uq Uz —Uu3

Von P, und P, losen sich Schocks zwischen u; und u3 ab. Damit sie die Sprungbedin-

gung erfiillen, sind sie so konstruiert, daf} sie Teil einer Geraden sind, die durch den Punkt

(f(ul) - f(us) . glur) — g(ug)) geht. Die Lage des Punktes P; zu Py und P, ergibt sich mit
up — U3 up — U3
analogen Argumenten wie oben. Jetzt mufl nur noch die Entropiebedingung nachgepriift

werden. Die Schocks SX [uz,u1],SY [us,ua], SX [u3,uq] und SY[ug,u,] erfiillen sie nach
Konstruktion (siehe 4.1). Es bleibt die Entropiebedingung fiir die Schocks zwischen u; und
us nachzuweisen. Es gilt jeweils, dafi die Normale an den Schock (in Richtung u3) zwei

negative Komponenten hat. Sei F wie in Theorem 3.3, dann gilt

FII ='ﬂ,_-f”+‘nyg" < O
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Aus der Konkavitit von F folgt dann aus Theorem 3.3, daf die Entropiebedingung erfiillt
ist.
q.e.d.
Schwieriger wird die Konstruktion, wenn die Anfangsdaten so angeordnet sind, dafi die
cindimensionalen Riemannprobleme “weit drauen” Schocks und Verdinnungswellen liefern.
Es stellt sich die Frage, wie ein Schock in eine Verdiinnungswelle hinein wirkt.
Um dieses Phinomen zu untersuchen, betrachte ich den Fall u3 < uz < u; < uq4 . Diese

Anordnung liefert “weit draufien” die in Abbildung 4.5 dargestellte Gestalt der Losung.

SY [w,u,J

U;,\Lq]

ST

Abbbildung 4.5: u3 <uz < uj; < ug

Wie lassen sich jetzt diese eindimensionalen Wellen zusammensetzen? Zunichst setze

ich die Charakteristiken mit Werten v < wu; bis zur Basiskurve fort. Im Punkte

(f'(uq), w) trifft der Schock SY[u4,u;] auf die Verdiinnungswelle V X [uz,u4] -
up — U4 .
Jetzt bin ich in der in Abbildung 4.6 skizzierten Situation.

Die Idee 15t nun, die Schockkurve so in die Verdiinnugswelle hinein fortzusetzen, daf die
Sprungbedingung erfiillt bleibt. Es bietet sich an, die Schockkurve mit den Werten von

u auf den Charakteristiken der Verdiinnungswelle V X[u3,u4] zu parametrisieren. Damit
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W

W, 1
pg

U, "

Abbildung 4.6: uz < uz <uy <uy

ergibt sich folgender Ansatz fiir die Schockkurve (¢,7) :

((J)) : (ul,u4] = IR""

(%) "((C‘i(‘ui%—:-if_lﬁl)+nn(n—g_(u_l%%(f“_))=o

9(w1) — 9(wa)

mit ((u) := f'(v) und n(ug) = s

Die Gleichung (*) ist die Sprungbedingung aus Theorem 3.3 . Eine Normale an die Schock-

kurve ist n = (7', —¢') - Damit ergibt sich

/ n(u) - M
)= Liw) = u-y

5 A VY (R ()
u-—u

Dies ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung fiir 7. Sie kann mit der Methode der

Variation der Konstanten geldst werden. Fiir alle u € (d,,m] ergibt sich:

(+)
a(u) = /ea:p (/ —a(,\,ul)d,\) g—————(sz : i(lul)a(s,ux)dﬁg———(u;l) :iiudezp (] —a(A, u1)dA

u4q s \
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Dabei sei

f'(A)
a(A\u) ==
f) = flw)
A—1u l —f(A)

Im folgenden Hilfssatz werden einige Eigenschaften der Schockkurve angegeben.

4.5 Hilfssatz
Fiir die oben konstruierte Schockkurve (¢,n) gilt:

1.) Die Funktion 7 hat die Darstellung

_ 7 r d ~
n(u) = M.{./ exp (/a(/\,ul)d/\) % <W) ds fiir alle u € (uy,uq).

U —Ul

u u

2.) Fiir alle u € (u1,uq) gilt

3.) Fir u "\ gilt

o) =501 - 5 (%) )f @)= (e = ) + Ol =)

fll

il im 914 = /)
ul{el n(u) g (ul) und ulgf‘ll dC (u) o fll(ui)

5.) Fiir die zweite Ableitung ergibt sich

1 ¥
‘_i_zﬂ(u = m”‘“"l (n(u) = g'(u)) |
rAC ey TR :

u—u

Die damit konstruierte Funktion ist in Abbildung 4.7 skizziert. Da ({,7n) die Sprungbe-

dingung erfiillt, ist damit eine schwache Losung konstruiert. Es ist noch zu priifen, ob auch
]

die Entropiebedingung erfiillt ist.

4.6 Bemerkung
Aus (4.5.4) ergibt sich, daB die Schockkurve die Basiskurve im Punkt (f'(u;),g’'(u;)) mit

erster Ordnung beriihrt. Da f" > 0 ist, folgt aus (4.5.5)

d*n
n(u) < g'(u) = d—~<2 (u) < 0, d.h. die Schockkurve ist konkav.
: d’n _
n(u) > ¢'(v) = i (u) > 0, d.h. die Schockkurve ist konvex.
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Abbildung 4.7: u3 <uz <uy < ug

Solange die Schockkurve unterhalb der Basiskurve liegt, ist sie konkav gekriimmt und
nd wenn

sie oberhalb der Basiskurve liegt ist sie konvex gekriimmt.
Beweis von Hilfssatz 4.5

1.) Aus (+) folgt:

u

7(u) = exp (/ —a(A,m)dA) [g—(u;)—:i—@ + [ (/ “‘*’“”‘”) o) - gl) m)ds}
§—u ;

4 Uy 4

Mittels partieller Integration ergibt sich

= (/ '“(A’“l)‘“) [CIP (] a(/\,ul)d/\) 9(w) = glw) _
uU— U

4

_ / : (/ ok, ul)d/\) ;; (i’(‘j:—if‘“)) ds]

uyq 4

_ow-s) , fo (] d _
=t +/e:rp (/a(z\,ul)d/\) = (g_(_s“)}—_igux_)) i

u u
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2.) Aus 1.) folgt:

Eor 0
o da ;” >0
Damit folgt:

>0
dﬂ( ; n(u) g(uz : i(lm)
—\u)= >0
dC fl(u) _ f(u) - f(ul)

N u—u
>0

3.) Diese Darstellung von 7 zeigten Chang und Zheng in [2]. Man kommt auf diese Form

indem man in der in 1.) hergeleiteten Darstellung von 7 die auftauchenden Ausdriicke durch

ihre Taylorentwicklung um 1 darstellt und dann aufintegriert.

4.) Aus 3.) folgt unmittelbar, da uli\n;x n(u) = g'(u1) ist. Setzt man die Darstellung von 7

aus 3.) in die Differentialgleichung (++) ein, so ergibt sich:

() - g(u) = g(w1)
Codn, u— Uy
Jm W=, T = fw)
u— ul
)
g/(u) g(u) —g(ul)
= f(ulszifﬁl(u ) "’C(u_u‘)zm(”_“l)+O((“—u1)2)
1 f’(u) _ _______u = 1 f’(u) _ f(u) - f(ul)
. e . i )
oot bl —0
o g”(ul)
f"(u)
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1w =2 (2 )= 5w aktareral
d<2 du \ d( dn du () ) - f(w) -f;/(u)
u—ul
11 (- g=28) (p-npn- (s fl-Of
77 - BI7 ((-%= )= (2= (1- 89))
= —1—___}————— ”,T.’—__é_g— = Q_’_—_é;q_ ! " f’—A
fu(f/_Af)z ((f f"-Af th— Uy )(f - Af) - (f - u——ulf> (U—Ag))
1
1 — U1 ! !
= }7(7”—_—5”7—);(—(9 — Do) (f' = B+ (f' = Df)n = Dg))
1
1 u— U
= (n(u)—g'(u))
'@ ( _f_(ﬁ)_:f_(“_ll
(ro- 2= )
Dabei seien
Af = flw) = f(w) und Qg :—_:M
u— u—u

Falls in den obigen Berechnungen das Argument weggelassen wurde, ist stets u das Argu

ment.
q.e.d.

Jetzt untersuche ich, ob die Entropiebedingung fiir die Schockkurve erfiillt ist. Es zeigt sich

g nicht fir jede Wahl der u;’s mit uz < uy < u; < uq gilt. Zunichst

g(ur) — g(ua)
Uy — Uq )

daf die Entropiebedingun
zeige ich, daB die Entropiebedingung in einer Umgebung des Punktes (f'(u4)

erfiillt ist.

4.7 Lemma

Zu jedem ug > U gibt es ein @(u4) € [u1,us), so daB die Entropiebedingung fiir u € [@,u ]
) Uq

erfiillt ist.

Beweis:

Die Entropiebedingung lautet

- f( - g
n(i%:_;l_ul_)_*_nng(vz—igul) chf(ul—iful)+nng(ul:i§u1)
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=

fiir alle v € [u;,u] . Dabei muf§ n = (n¢,n,) von u; nach u zeigen. Mit n = < ,(u) _1> _
’ ’ =

S

d
(d—g(u), —1) ist das gewdhrleistet. Es ergibt sich

dn,  f(v) = flw) _gv) —glu1) dn(u)f(U) = fw) _ g(u) —g(u)

—(u i
dC() V= Uy - _dc U — U] u—uy

fiir alle v € [u1,u] . Das ist dquivalent zu

g(v) = g(w) _ g(w) — g(wm)

dn v—1U u—Uu ”
(+) Ez(u) & CE f(lu1) . O fl(ul) =: G(u,v) fiir alle v € [u;,u]
v — Ui Uu— u

G sei dabei folgendermafien stetig fortgesetzt

g(u) — g(u1)

"(u) —
G(u,u) = g o f(u'l; :1}1( ) und G(ul,ul) — gl/(u1)
frlw) - PR £(w)

Da f” >Ound g" >0 sind, gilt G(u,v) > 0 fiir alle u,v € IR. Also nimmt G ein positives

Minimum & auf der kompakten Menge

{(u,v)| mit u <u <ugund ug <v<u} an.

Da %(u“) = ( ist, gibt es ein @ € [u1,u4), so dal

d ..
(‘i%(u) < 6 < G(u,v) fiir alle v € [u1,u] und u € [@,u4)

Damit ist () fiir alle u € (@, uy) gezeigt.

q.e.d.
Im folgenden leite ich notwendige Bedingungen fiir das Verletztsein der Entropiebedingung
her. Es zeigt sich, daf drei qualitativ verschiedene Formen einer Entropiebedingung auftre-
ten kénnen. Die genauere Untersuchung dieser Formen liefert die Hilfsmittel zur Konstruk-
tion der Entropielosung. Fiir die folgenden Betrachtungen benutze ich die Entropiebedin-

gung in der Form

Fo(v) = Faw1) _ Fa(u) = Fa(u1)
H(u,v) := e - e > 0 fiir alle v € [u;,u]

Dabei ist n(x) = (n<(u),n,,(u)) eine Normale an die Schockkurve im Punkte (f'(u),n(u))

und Fa(v) := n¢ () f(v) + na(u)g(v) (n zeige von vy nach u).
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4.8 Lemma

Falls die Schockkurve (¢,m) die Entropiebedingung nicht erfiillt, gibt es @, 7 € IR mit uq >
’ 4

4> 2> U, S0 daB gilt:

Die Entropiebedingung ist in [@,u,] erfillt und

F(3) = F,,(ﬂ_) — Fa(u1) " Fo(7) = Fal(u1) » F, (1) — Fa(u)
U — Ul U — U -1
BEMERKUNG

Die Abbildungen 4.8-4.10 skizzieren die sich aus Lemma 4.8 ergebende Situation

1) Firv =1 siche Abbildung 4.8,
2.) Firu <7< ii siehe Abbildung 4.9,
3.) Firv=wu siehe Abbildung 4.10.

It
WV
c

Abbildung 4.8: 1 =1

Beweis von Lemma 4.8¢

Es sei
Mi={ulm <ust und v € [u,u] mit H(u,v) <0}

M ist die Menge aller Werte von u, fiir die die Entropiebedingung verletzt wird, also gilt

nach Voraussetzung: M #0. Es sei @ := sup M . Aus Lemma 4.7 folgt, daB @ < uq ist

Behauptung: In U ist die Entropiebedingung erfiillt.

Annahme: H(@,v) <0 fiir ein 7 € [u1, @]-
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: + ¥ —>u
u, v Ve
Abbildung 4.9: u; <7< u
YN
f ; >LL
W, Ve

Abbildung 4.10: 7 = u;

Dann ist H(u,v) < 0in einer Umgebung von (&,%), im Widerspruch zur Definition von 4.

Denn es wiirden u € M existieren mit u > .

. N E o S - T
i) Behauptung: Entweder gibt es ein 7 € [u1, @), so daf H(@,7) = 0 oder es ist b;H(u,u) =0.

Nach Definition von M und @ existieren Folgen (%;)iev C M und (v;)iev mit
i —a , H(@,v)<0 und %2vi2u

Da (vi)ien C [u1,1], gibt es eine Teilfolge, die konvergiert. Diese Folge sei wieder mit
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(vi)ie v bezeichnet. Sei 7 der Grenzwert dieser Folge.

Es gilt
0> lim H(u;,v;) = H(&,7)
Nt

i—00
<0

Da in @ die Entropiebedingung erfiillt ist, gilt H(%,?) > 0. Damit folgt H (%, 7) = 0. Falls
o - - - . . . - ’ i ' a
7 = @ ist H(@,7) = 0 keine zusatzliche Information. In diesem Fall gilt folgendes:

Es ist H(@;,v;) <0 und H(i,a;) =0.

Da v; < i; gibt es ein ¥; € (vs, %), S0 daB a-éH(ﬁ‘-,?}i) >0
o 20.

Uy S ﬁi S U;
! !
i % firi— oo

Damit folgt: #, — @ fiir i — oo . Es ergibt sich:

.0 b
< Y Hw 5 = e
0< ih—glo (%H(u,,v,) a BvH(u’u)

Auflerdem gilt
H(a,w) > 0 fiir w € [u, 1)

Daraus folgt

2
59 1 (B ) <0
Also insgesamt

0

'8—UH('E, %) =0

Aus der Behauptung i) ergibt sich

I) falls 7 = up *
Es gilt
0= H(@,u) = Fp(u1) - F"(ﬁz — Fa(w)
Uu-—u
Also folgt

II) falls uy <7 <U:
Aus H (@, ) = 0 folgt

Damit gilt auch
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Da H(@,%) = 0 und H(a,v) 2 0 (fir v € [u1,1]) folgt, dafl (92 (4,9) = 0 ist.

a 3 (F,.(v) —'Fn(ul) _ Fn(u) _Fn(ul)) — Frlx(v) _ Fn(v) _Fn(ul)

—H(u,v) = 5=
v — Uy (v—=u)?

81} 31}

v —u u-—u

Daraus folgt

Fo(0) = ——
V— Uy
I01) falls & = @
0 ..,
Aus 2 H(z, @) = 0 folgt
v
Fr,‘(ﬂ) = Fn(u‘) - Fn(ul)

q.e.d.

4.9 Definition
Falls die Entropiebedingung fiir die Schockkurve (¢, 7) nicht erfiillt ist, heifit

i = sup{u|u1 <u < uqund v € [uy,u] mit H(u,v) < 0}

kritischer Entropiewert. Weiterhin heifit der Punkt ({(@),n(@)) kritischer Entropiepunkt.

Wie eben gezeigt, existiert zu jedem @ mindestens ein 7, so daf

i) — Fy F,(9) — F, U n(l
o) - TeB=Eelu) Bl B it e )

Ein solcher Wert @ heifit tangentialer Wert zum kritischen Entropiewert @ bzgl (¢, 7).

In den folgenden Lemmata leite ich weitere Eigenschaften im kritischen Entropiepunkt her.

4.10 Lemma
Die Entropiebedingung sei fir (,n)
schneidet die Schockkurve in @ die Basiskurve (d.h. n(%) = ¢'(@)) und es gilt:

verletzt mit einem tangentialen Wert 4 = 4. Dann

dn 7]('17‘) ) ug ) I(ﬁ) ( ) - ‘Z(l ) g"
@) = = =@
¢ (@) - f(a ) if 1) (@) - f(a ) if f"

Beweis:
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Aus Lemma 4.8 folgt:

Im Punkt (¢,7)(a@) ist (—(ﬁ),—l) eine (nicht notwendig normierte) Normale an de
n

Schock, die von u ch @ zeigt. Es sei . o ‘.iﬂ =
1 nach @ zeig s sei Fpea)(v) := dc(u)f(v) — g(v). Dann folgt

i (@) - ¢'(a) = dn (f(ﬂ) ”f(ul)) _9(@) — g(u1)

d¢ d¢ U — Uy i —u
Da @ # uj und f konvex ist, folgt
9@ g(ﬁ; :i(’“)
) = FEL™
f'(a) - f(u_) - flu)
U -—u

2 (a) = e g(ﬁfi : zgt(lul)
@ f(a) - f(@) - f(w)
U —uy

Damit ergibt sich: n(a) = g'(@), das bedeutet, dafl der Schock die Basiskurve schneidet

Auferdem sind damit die beiden ersten Identitdten im Lemma nachgewiesen
. g" . _dan,

;= > —
i) Behauptung f"(u) > dC(u)

Dazu zeige ich zundchst, daB

n(u) < g'(u) fiir alle u € [, u4).

! 0
Aus der Entropiebedingung folgt %H (u,u) <0, also gilt

Fl(u) < Fu(u) = Falu)
u— U '

d
Mit der Normalen n = (Eg(u), —1) folgt daraus

@ o) — o (u) < Dy LW =) .
dc( )f'(u) g(u)SdC(u) u_m“ _9(12_3511)'
Dies ergibt
W‘“ﬂiii“‘) AL o) - ole)
s P e o
== fr() - L0 = 1)
uU-—u
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Daraus folgt, dafl n(u) < g'(u) fiir u € [@,uq). Hieraus folgt, zusammen mit 7(%)

= g'(a),

daB die Ableitung der Basiskurve in @ groBer oder gleich der Ableitung der Schockkurve sein

mufl. Also ist

ii) Behauptung: f”

Der Beweis zu Lemma 4.8 ergab

o]

9 a3y < Wg

gll @
G2 7@

H(a,a) =0, %H(ﬁ %) =0 und H(z,v) >0 firu; <v<a
Daraus folgt
9
0'_,0—2- (u,u) 2 0
Es gilt
9 _ Fi(v)  Fa(v) - Fn(u1)
BvH(u’v) vy (v—u)?
2 / 14, 1
od E B = Fl(v)  Fav) _ F@)(v =)’ - (Fa(v) - Fa(w1))2(v — w)
Iv? v—u (v—u)? (v —1uy)t
! Fn(v) Fn dl)
F . \
_rw T T )
v — U (v—u1)?
Damit folgt
0 -\ _ Fi(8)
ov? Hig, %) = i - uy
Also gilt
gr_’_ - "= "=
@) =g 20
d n
= (@) > L)

4.11 Lemma

q.e.d.

Die Entropiebedingung fiir die Schockkurve ({,n) sei verletzt mit einem tangentialen Wert

v € (Ul)ﬂ)'

Dann liegen die Punkte (¢,7)(@),(f'g

ﬂﬁ—ﬂm)ﬁm—ﬂm%

17—11.1 ﬁ—ul

(@)
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fa) = f(u) g(ﬂ)—g(ul))( (@)

) auf der Tangenten an die Schock-

=
=1
|
IS0,
54
SN
S
~~~
=
|
-

( i-uw | G-w T T—1u
kurve im Punkte ((,n)(@), d.h. es gilt
(1)
dn(ﬂ) n(&) - g(u;:igux) : §'(8) y(?é :iful) ) §'(7) - g_fi-i:i(lm) (@) - g(ﬁ;:z(ﬂ)
d @ = fw) o f@) =) T f@) = fw) 0) - /(@

po- 1O -  JOZL) gy TR0 gy - L0
Aufierdem gilt

vy 9(0) — g(w)
t-iz__g(v)— il g
& &= Tt > 7
v —u

Bewezs:
Die Behauptung (1) folgt ebenso wie im Beweis von Lemma 4.10 aus

o 9(@) — g(u)
i n(@) iy,
€ pegy - {2 Lu)
uU-—1Uu

Daraus folgt

WH(TM—)) 20
Aus
o prgy Pt - 2= Fal)
—H(u,v) =" -2 Lt £
ov v =1 (v—1u)?
und
F,'l(’l_l) Fn(vz_Fn(ul)
v—u
folgt dann
Fl(3) >0
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Mit der Normalen n = (gg(ﬁ), —1) folgt:
B @)= g"(@) 20
dn _ gll g
= Ez(u) > }W(v)
Da auflerdem
iy 9(0) —g(u1)
dn - g'(9) T
dC f’(ﬁ)— f(v—)—f(ul)
v —u

folgt die Behauptung (2).

4.12 Lemma

q.e.d.

Die Entropiebedingung fiir die Schockkurve (¢,m) sei verletzt mit einem tangentialen Wert

f(@) - f(u) g(@) - g(u1)

= u,. Dann liegen die Punkte (¢, 7)(a), (f'(u1),9'(u1)) und (

<

auf der Tangenten an (¢,7) im Punkte (¢, 7)(2), d-h. es gilt i@ - U
e -t
e e =
Auflerdem gilt
d¢ Fiur) - f(u;:iful) T

Beweis:
Der erste Teil der Behauptung folgt wie im Beweis des vorigen Lemmas aus

Fu(a) - Fn(ul)

By (ug) = ——
u— Uy
Es gilt
H(G,u;) =0, und H(@v) 20 firale v € [u,a]
Daraus folgt
1o}
_8;}{(@) ul) >0
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Da

E‘H(ﬂ,ul) = lim H(ﬁ,’li) . H(ﬂ,,ul)
v v—uy v — U
Fn(v)_Fn(u ) '
——U—_—u——l = Fo(u1)
= lim !
v—ruy V= Uy
. 1 1y~ . -
= lim SRIG()  mit () € (u,v)
1
= EF:.’(UI)
folgt
F(u1) 20
Somit gilt
df) gH
gy >

q.e.d.

Im folgenden gebe ich einige dquivalente Formulierungen der Entropiebedingung an. Es

wird sich zeigen, was die Ergebnisse der Lemmata 4.10—4.12 fiir den kritischen Entropie-

punkt bedeuten. Es sei (¢,n)(u) ein Punkt auf der Schockkurve. Die Entropiebedingung

lautet

fo) = flan) g) = gun)y 5 L= S) 9 =0lu)) e
, ur v U, U

Tl'( Z )
v = U U —uy U — uy

v — U1

Die Sprungbedingung lautet

o= (L2400 #4=4)
= Ul

Daraus folgt

- ([(_v);,f(_“ﬁ g(i’L:l@) >n-(C(u),n(w) fir alle v € [uy, ).

b
v— Ul v—u

4.13 Satz

Es sei (¢,7)
(1) Die Entropiebedingung ist im Punkte u € [u1,u4] erfﬁllt,'d.h.

die oben definierte Schockkurve. Dann sind dquivalent:

Fu(v) = Fa(w) o Fa(u) = Fa(w) fiir alle v € [ug,u].

v — Uy - uU— U
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(2) Es gilt

= (f(v) - f(w) g(v) —g(ul)) >n-(C(u),n(u) firalle v e [ul’u]‘

v—u = v-1U

(3) Es gilt
g(v) —g(wm) _g(u) —g(wm)
dn v—u U—U s
Z9 < T —fa)_fw Sy et b
v—u U - U

Dabei seien n und F, wie oben definiert. Die Aquivalenz von (1) und (2) wurde soeben

; : . dn ]
gezeigt. Setzt man in (1) die Normale Ez(u), —1) ein, folgt wie im Beweis des Lemmas 4.7

die Aquivalenz von (1) und (3).

Anschaulich bedeutet 4.13.2, da8 die durch die Parametrisierung

flu) = fluw) g(u) - g(ul))

)
u—u U —uy

Su, (u) = (

definierte Kurve zwischen Sy, (u1) und Sy, (u) unterhalb der Tangenten am Schock liegen

muf (siehe Abbildung 4.11).

Se, i

P =

pz(z;m),mu))

Abbildung 4.11

Dies motiviert die Untersuchung der Kurve Sy, .
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4.14 Lemma

Seien p(u) := g_(lt)_—'g(_m_) und o(u) := M Dann gilt

u— Uy uU— U
dp( ) g/(u) o g(“’i:i(ul)
—(u) = 1 >0
i i ifux)
und
' g9(u) — g(u1)
ii_p(u) ¥ (- ul)fll(u) g_ll(u) & g'(u) . .zl’lu
2 2 "
do (f’('u) f(u) - f(ul)) f f,( ) f(u) i f(ul)
U — Ul U —u
Beweis:
Es gilt
d g'(u)  g(u)—g(wm)
‘_iﬂ()_d—‘l;p(u)_u—ul (u—u1)2
do T d gy S S - S
du u— U (u—u)?
- ez
== )= flan) >0 da " > 0 und g” > 0 sind.
flw) - T2
1
AuBerdem ist
ddpy_ L8, 2
dodo' | dud do
, g(u) — g(u1)
IR EAchiaeru S
Tdul| fw) - flwm) | do
f'(u) U — Uy du
gu_g"‘Ag (g'—Ag)(f”—f’~Af>
_ u— U _ U — uy U - u
ff—4af (= fl-Af
. gl(u) . g(u) '—g(U1)

Dabeisind Af=— —
u— Uy U — U
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Abbildung 4.12: 7 = u;

4.15 Bemerkung

Die Abbildungen 4.12—4.14 zeigen, was fir den kritischen Entropiepunkt aus den vorange

gangenen Lemmata folgt.

0= (L, M)

Abbildung 4.13: u; <7<
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Abbildung 4.14: 1 =1
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KAPITEL 5
KONSTRUKTION DER ENVELOPPEWELLE

In diesem Kapitel konstruiere ich die Entropielosung fiir den Fall u3 < uz < uy < u4 unter

der Voraussetzung [’ > 0, ¢" > 0 und g hat hdchstens eine Wendestelle. Die letzte der

Voraussetzungen liefert eine Schranke fiir die Anzahl der Wendestellen von Linearkombina-

tionen von f und g (siehe Lemma 5.1) und steuert das Krimmungsverhalten sowohl der

Basiskurve B als auch der Kurve S, (siehe 5.5).

5.1 Lemma

" !
Der Ausdruck (‘}w) habe hochstens eine Nullstelle, dann gilt fiir alle (a,8) € R? . daB die

Funktion o f + B¢ hochstens zwei Wendestellen hat.

Beweis:

Ohne Einschrankung
der Konvexitdt von f.

Annahme: Es gibt drei verschiedene reelle Zahlen wy, w2, w; und (, 8) € IR? mit B # 0, so

dafl

betrachte ich den Fall 8 # 0. Falls 3 = 0 ist, folgt die Behauptung aus

af(w) +Bg"(wi) =0  fir i=1,23.

Dann folgt

1"
(07
%ﬂwd=—3 fir i=1,2,3.

Also gibt es 1,72 € R mit w1 < @ < wy < Wz < ws, so daf

gu !
<?,‘,> (w;)=0 firi=1,2.

Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung.

Das Ziel dieses Kapitels ist es den folgenden Satz zu beweisen.

5.2 Satz
Gegeben sei die Gleichung

(1)

mit den Anfangsdaten

ug + f(u)e +9(u)y =0

u, fallsz>0undy>0
ug, fallsz <Oundy>0
(2) u(0,2,y) =
ug, fallsz <Oundy<0

ug, fallsz >O0undy <0
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Dabei seien uz < uz < 41 <uq und f,g € C*(IR) , so daB
1) f">0, ¢">0 und
2) Ja€R mit

(L") (W) <0 firu<a (a€R)

gII !
(._> (u) >0 firu>a

Dann gilt

I) im Fall uy <a:

Es existieren p(us),q(ua) € IR mit u; < p < g < oo (falls p < oo gilt p < ¢), so daf gilt:

— die Entropieldsung hat die Gestalt (A) (siehe Abb. 4.7),

ug <P
p<ug<qg = die Entropielosung hat die Gestalt (B) (sieche Abb.’n 5.1 und 5.2),
q < ug — die Entropielosung hat die Gestalt (C) (siehe Abb. 5.3).

II) im Fall uy > a:
Die Entropielosung hat stets die Gestalt (C).

[11) im Fall u; = @

Es existiert ein r(us) € IR mit uy < 7 < 00, s0 daB gilt:

—» die Entropieldsung hat die Gestalt (A) (siehe Abb. 4.7),

ug <7
— die Entropieldsung hat die Gestalt (C) (siehe Abb. 5.3).

r < U4

Im Verlauf des Beweises werden die Losungen exakt definiert. Anhand der Abbildung

5.2 beschreibe ich kurz, wie die Losung mit der Gestalt (B) aussieht. Im Punkt Py =

( f,(ﬁ),n(ﬁ)) spaltet sich eine Charakteristik mit dem Wert ¢ tangential ab. Es entsteht
ein Schock zwischen den Werten u; und 9. Die Schockkurve 7 setzt sich so fort, daf§

in jedem Schockpunkt eine Charakteristik tangential startet. Die Schockstirke nimmt

streng monoton ab. Die Schwierigkeit liegt darin, die Schockkurve so zu definieren, daf§

die Sprungbedingung erfiillt ist und zum anderen wohldefinierte Charakteri-

zum einen
stiken aus dem Schock laufen. Es kann weiter gezeigt werden, daf ein 4 existiert, so

da die Schockstirke im Punkt Py = (f'(@),g'(@)) zu Null degeneriert. Auf der Basis-

kurve zwischen Py = (f'(9),9'(9)) und P; = (f'(4),9'(@)) treffen sich die Charakteri-

stiken mit den Werten u € [5,%). Die Losung ist auf dieser Kurve stetig, aber nicht

differenzierbar. SchlieBlich setzt sich von P, aus eine Schockkurve fort, die bis in den
Punkt P, = (f'(u1),g'(w1)) lauft. Die Welle, die durch die Schockgerade durch die
Punkte P, und Pa, durch die Basiskurve zwischen P; und Pj, sowie durch die Schock-

kurve zwischen P3 und P, eingeschlofien wird, nenne ich Enveloppewelle, da die Schock-

kurve zwischen P3 und P, die Einhiillende oder Enveloppe der Kurvenschar ist, die aus
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den Charakteristiken besteht, die oberhalb der Schockkurve starten (Zu dem Begriff Enve-
loppe siehe R.Courant: Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung, Bd.2, S.149ff).

Abbildung 5.1: Gestalt (B)

(zur Gestalt der Losung im Rechteck R siehe Abb. 5.2)

5.3 Bemerkung
" U
1.) Der Fall (,},—) (u) # 0 (fiir alle w € IR) wurde schon von Chang und Zheng [2] behandelt.

" !
Deshalb beschrinke ich mich auf den Fall, da8 (;'i,—) eine Nullstelle hat. Fiir den Fall, da8

(%—:) (w)>0 firu<bd (b€ IR)

(%) (u) <0 firu>b ,
Methoden wie im Beweis des Satzes 5.2, daf§ fir u; < b die

zeigt man mit den gleichen

Losung qualitativ die Gestalt (C) hat und fiir u; > b stets die Gestalt (A) auftritt. Der

Beweis kann mit den Methoden aus dem Beweis des Satzes 5.2 gefiihrt werden. Deshalb

beschrinke ich mich darauf, den im Satz behandelten Fall zu beweisen.
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A0 PG ——
hn—bn , A _ S
e -mg | Z.w )= d

(Y ()= *d
(m®d'myf)="%9
(B art)=y
(tmbenig) =y
> "N >d> n>n>n

Abbildung 5.2: Gestalt (B)
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o,
——

4 )

y 2
o 14!

ERERES
s iy f ) = o

(M ()= Y
Th:.@ )= 74
(tmb ) ) =4
"M>b>'n>N>n

Abbildung 5.3: Gestalt (C)

44



2.) Im Kapitel 6 werde ich zeigen, daf es Fille gibt, fiir die p < ¢ < oo gilt, d.h. in denen

alle drei Phanomene aus der Aussage des Satzes 5.2 auftreten.

Ich werde den Beweis zundchst fiir den Fall u; < a fithren. Die anderen Fille ergeben sich
mit analogen Methoden. Fiir den Beweis bendtige ich einige Hilfsaussagen. Wir haben im
letzten Kapitel gesehen, welche Rolle die Kurve S, fiir die Untersuchung der Entropiebe-
dingung spielt. Deshalb untersuche ich im folgendem Lemma, welche Folgerungen ich aus

der Voraussetzung 2.) des Satzes 5.2 fiir die Kurve S,, ziehen kann.

5.4 Lemma
Sei u; < a. Dann gibt es ein wy € (uy,00], so dafl

_g(w) —g(w)

g’ g't) W= Uy .
7S o) - L) = ) iR Rh S
w - ul
g/(w) el g(w) i g(ul)
und gl—’(w) > W= fir w>w
ZA g (T ()
w— U

Auflerdem existiert ein w2 € [wy,00] (falls wy < 00 ist wy < w,), so da

_ g(w) = g(w)

gll g’(u]) o i
> T T
w — Uy
il )= g(w) — g(u1)
und g u) < e fir w > w,
f! fi(w) — flw) = f(u1)
w—u

5.5 Korollar
Sei u; < a. Dann ist die Kurve Sy, (w) = (o(w), p(w) ) := (

fw) - flua) g(w) - g(ul))

)
w—u w— Uy

streng konkav fiir w < w1 und streng konvex fiir w > wj;. Damit sei gemeint, dafl die

Funktion p(c ") streng konkav bzw. konvex ist.

5.6 Korollar
Sei u; < a und die Entropiebedingung fiir die Kurve ({,7) sei verletzt mit einem kritischen

Entropiewert @ € (u1,u4). Dann gilt:
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1) U Z wq
2.) Es gibt genau einen tangentialen Wert .

3.) Es gilt

Beweis von Lemma 5.4:
Sei

D(w) := I_(w) [f'(w)(w —w) = f(w) + f(w)] = ¢'(w)(w — w) + g(w) — g(w1) .

D(up) =0 | und

d oo :
EED(W) =<%) (w) [f (w)(w - ul) e f('ll)) + f(ul)] + %(w) [f”(w)(w = ul) + f/(w) _ f'(w)] _

— g w)(w ~w) - ¢'(w) +9'(w)
=(.91) () [/ (w)(w = w1) = £(w) + f(w)]

fll Wi

>0 ﬁir w>uy

Daraus folgt fiir vy <w <@, daf
d

—D(w) <0
und fiir w > a, daf

d
ED(’!U) >0

D hat also die in Abbildung 5.4 skizzierte Gestalt.
Es folgt, dal D hdchstens eine Nullstelle w; im Intervall (u;,00) hat. Setze w; = oo, falls

keine Nullstelle im Intervall (i3, 00) existiert. Damit folgt aus

. - @)=
=(f 9 e
D(w) = (f'(w)(w = w) = f(w) + f(w)) F(w)— w=Y
PN (O ()
w-—u
der erste Teil der Behauptung.
Sei nun p(w) = !ig%)-'—_-—%iﬂl und o(w) = —'f—(luuz—:{:—ul—) . Aus Lemma 4.14 folgt
2 - " " g'( ) - M
o) = . fTL)f (}U()u) 7 |- - Tl = fa) |
7l - - 1 ’ w)—Jl\u
(- 1211 w) - {)=T)
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Abbildung 5.4

Also folgt aus dem eben gezeigten und der Konvexitat von f, daf§ S,, fir w € [u;, w;] konkav

ist. Fiir diese w gilt also

! g(w) -
“q'li(ul) = @(ul) > plu1) — p(w) N g'(w) - _E’u#(lul)
Iz do o(u1) - o(w) flw) - fw) = f(u1)
w—uy

Falls wy < 00 ist, ist Sy, fiir w > w; konvex. Deshalb gibt es ein w; € (w;, 00| mit

. g/(u])_g(w)-g(u_x
=—{w) > L — fir u; <
f" ) N w) — f(ul) 1 <w < w;
f'(w) Y —
iy 9(w) —g(w)
und gi’-(ul) < L w—-w fiir
f” f/(u)_f(w)_f(ul) B
w-—1u

q.e.d.

Die Aussage von Korollar 5.5 folgt aus Lemma 5.4, der obigen Darstellung von £ zusammen
do

mit analogen Uberlegungen fiir w < u;.

Beweis von Korollar 5.6:
Annahme: Die Entropiebedingung sei fiir die Schockkurve ({,7) aus dem vorigen Kapitel

verletzt. Dann existiert ein kritischer Entropiewert % € [u;,u4] und ein tangentialer Wert

7 € [uy, 1)
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Behauptung:

T=u4 = @=wu

<
Il
&

U 2> wy

(*)

1 <w; und U>u

<
m
—
=
—
£
=

Die ersten beiden Behauptungen in (x) ergeben sich sofort aus den Lemmata 4.10 und 4.12
und der Definition von w; und w;. Sei nun ¥ € (u1,%). Dann folgt aus Lemma 4.11, daf

7 < w ist. Auferdem folgt aus dem Lemma 4.11, daf§

g,w)_g(ﬁ)—g(ul) 9(@) —g(u1) _ 9(8) - g(w1)
.dﬁ(ﬁ):-_ _ﬁ—ul i i — Uy T — Uy _p(a) — p(v
do F(5) - f(U;:i(ul) f(__) - flu) f(ﬁz - flw) o) —o(v)
1 U—1u %L—-u

Da (o,p)(v) fiir v < wy konkav und fiir v > w, konvex ist, mufl @ > w; sein. Da @ # ¥
kann @ = w; ausgeschlossen werden. Also mufl auch ¥ < w; sein. Damit ist die Behauptung
gezeigt.

Da 7 € [u1,4] folgt aus (+), daff @ > w gelten mufl. Damit ist 1.) nachgewiesen.

zu 3.) “+=" Diese Richtung folgt unmittelbar aus (x).
“ﬁ”

Annahme: 4 = w1
Da 7 € [uy, ), folgt aus (), da8l notwendigerweise 7 = @ ist.

Annahme: wy < 4 < Wa.
Aus (*) folgt sofort, daB 7 € (uy,w;) sein muf.

Annahme: @ 2 wa.
Um & = u; zu zeigen, muf} ich wegen (x) nur noch 7 € (u1,%) ausschliefen. Angenommen

(uy,@), dann folgt aus (¥), daB ¥ < w, ist. Da u; < ¥ und (o, p) zwischen u; und

NS
konkav ist, folgt gg(ul) > gg(ﬁ). Also gilt
g(ﬁ;:i(ux) g(ﬁ; :i(ul) §'(@) g(ﬁz - g(u)
1 1 T — Uy
@) - f(w) f@)—flw) o f(@) = flw)
i“—-u Uv—u f1(@) - 7]
1 1 v—u
d d n
d‘g(ﬁ) < Eg'(ul) = %(ul)
g'(u1) - g(a) = g(uy)
< U — Uy
B f’(ul) _ f(@) = f(u)
U — U
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( Q@) - frua) ; QLT )-9lu)
u - u, TSP )

Abbildung 5.5

Da fl(ul) & f(ﬁ;:i(ul) & f(ﬁ;:i(ul) unid g,(u]) < g(ﬁz—g(ul) < g(ﬁ)_g(ul) "
1 1 g v—1u 77 o U
ich in der Situation in Abbildung 5.5
Da auferdem 7 < wy und 4@ 2> wa, folgt
gy - LI gy LRI ) - 0o
— ) S 2 o f@ i) 2 M) o
pia) - L ) - = d i) - {010

ein Widerspruch!
Damit ist die Annahme 7 € (u1,@) zum Widerspruch gefiihrt. Also gilt ¥ = u; . Damit ist

3.) nachgewiesen.

Um 2.) zu zeigen, mufl noch ausgeschlofen werden, dafi zwei tangentiale Werte auftreten

Fiir @ = wy und @ > wa folgt die Behauptung aus 3.).

Annahme: Es sei wy < @ < wp und es gebe zwei tangentiale Werte 4,7 € (u;, ).

Aus Lemma 4.11 wiirde folgen, daf

9(@) —g(wm)
g'(

i 9'(8) - =—— B )
2=~ ) =
T gy - LI gy S8 T
e P
und wegen 3.) gilt 7,7 <wy . Aus
' _ g(v) —g(u )
ge(v)=g(v) (k)| l
do fl(v) _ f(v) = f(ul)
v -1

und der strengen Konkavitdt von (p,0) im Intervall (u1,w;), folgt dann ¥ = v

q.e.d.

Aus dem folgenden Lemma folgt, dafi eine Entropieverletzung mit einem kritischen Entro-

piewert @ = w; nicht moglich ist.
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Abbildung 5.6

5.7 Lemma
Sei u; < a. Eine Entropieverletzung der Schockkurve ({,7) mit einem tangentialen Wert

¥ = 4 tritt nicht auf.

Beweis:
Annahme: ¥ = 4 1st tangentialer Wert zu einem kritischen Entropiewert @

Aus Korollar 5.6 folgt, dali & = w; ist. Nach Lemma 4.10 gilt n(a) = ¢'(% )

n 9'(@) - g———*‘(ﬁ; = igul) g 2
d vy L@ = J) ~
Fllisra

Ich werde jetzt zeigen, daf (¢,n) fir v € (u;,%) unterhalb der Basiskurve liegt und der

Entropiebedingung geniigt. Das wire dann ein Widerspruch zur Voraussetzung, daff @ ein

kritischer Entropiewert ist.
Annahme: Es gibt ein @ € (u1,%) mit n(w) > ¢'(4).

Dann folgt nach Lemma 5.4

: e s e
@) = ke st o), da A<=
% ey - 1 ﬁu) Nm_ﬂ%_ﬂm) / S

Sei nun h(u) :=n(u) - g'(u) und

@ = sup{ u | by(g, o) > O mit u € (& 4] }

Es gilt @ > 4, da
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AuBerdem ist k(@) = 0 (da h(@) = 0) und h(i) > 0. Also gibt es ein w € (#,%), so daf

.
tQ\

d
(+) 02 Zh(@) = () - 25 ()

vy
=

Andererseits gilt () > 0 und damit n(w) > ¢'(w). Es folgt

i i) g(@) :g(w) i) g(@) - g(w) :
2 (@) = L > w5 I (g)
T pwy - LD gy - f@) = flw) = f*
1 w—1Uu

Ein Widerspruch zu (+). Es muf} also n(u) < g'(u) sein fiir alle u € (uy, ).

Damit zeige ich, da$ die Entropiebedingung erfiillt ist. Es ist zu zeigen, dafl

g(v) —g(w1) _ g(u) — g(wa)

giﬂ v — U1 L u-u
7 S o) fleg  F) =) — C?)

v — Uy u— U

fiir alle u € (u1,%) und alle v € [u1,u]. Da Sy, fir u < @ = w) konkav ist, folgt

g'(u) - 9(u) — g(u1)
= Uu—u

min_ G(u7v) = G(u, ) =
vefor ST - T = )

uU—u

Aus n(u) < ¢'(u) folgt

gl —glwm) i,y 9) —g(w)
() = (AT R s, 1 <G "
R O R =l o) Moralle wgi
1 U - ul

Daraus folgt, da8l die Entropiebedingung erfiillt ist und 4 somit kein kritischer Entropiewert

sein kann. Ein Widerspruch zur Voraussetzung.
q.e.d.

Beweis des Satzes 5.2:

I.) Der Fall v; <a.

Der Beweis erfolgt in folgenden Schritten:

a) Ich zeige, daBl es ein p € (u1,00] gibt, so daf fiir alle uq € (uy,p] die Entropiebedingung
fir die Schockkurve (¢,m(.,uq)) erfiillt ist und fiir alle u4 > p verletzt wird. Fiir alle u4 €
(u1,p] hat die Losung also die Gestalt (A). Da in diesem Satz der Anfangswert u4 variabel

gehalten wird, deute ich die Abhingigkeit der Schockkurve von u4, falls es nicht aus dem

Zusammenhang deutlich wird, mit (¢,n(.,uq)) an.

Im Fall p = oo ist die Behauptung gezeigt. Ansonsten zeige ich:
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b) Es gibt ein ¢ € (p, 0], s0 daf fiir alle ugy € (p,q) der tangentiale Wert ¥ im Intervall

(uy,u) liegt.
¢) Ich konstuiere die Entropielésung in diesem Fall. Fiir die Losung ergibt sich die Gestalt

(B).
Falls ¢ = oo ist, ist die Behauptung gezeigt.
d) Fiir den Fall ¢ < oo ergibt sich fiir ug > q stets ein tangentialer Wert ¥ = u;. Auch in

diesem Fall konstruiere ich die Entropieldsung.

zu a): Sei
N :={ ug | ug > w1 und die Schockkurve (¢,7(.,uq)) erfiillt die Entropiebedingung }

Aus Korollar 5.6 und aus Lemma 5.7 folgt, dafi die Schockkurve (¢, 7(., us)) mit ug € (u1,w]
der Entropiebedingung geniigt. Es ist also N # @. Sei nun

p:=supN

Dann folgt p > w1 > u1-
Behauptung: Fir alle ug € [uy, p] erfiillt die Schockkurve (¢,7(.,u4) )die Entropiebedingung.

Zunichst sei us € (u1,p). Falls ug € N, ist nichts zu zeigen. Ist uqy ¢ N, existiert

nach Definition von p ein ug € (ug,P),

(¢, (., ig) Jerfiillt ist. Aus Hilfssatz 4.5 folgt

so daf die Entropiebedingung fiir die Schockkurve

g(ug) — g(u1)
Uq — U

n(us, us) > = 7(uq,us)

Aus der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems folgt:

n(u, i) > Ny, uq) fiir alle u € (u1,uq).

Daraus folgt:

_g(u) — g(ua) it g(u) — g(u1)

) TI(U’W) U — ug 77( y U ) PETApS d
(+)  nlu,ue) = - < . VLR WA
. pluy - LI gy S S) e B

Mit %n(u,m) bezeichne ich die Ableitung der Schockkurve bei festem u4. Da die Entro-

piebedingung fiir 7(., %4 Jerfiillt ist, gilt

g(v) —g(u1)  g(u) — g(w1)

i v — U U—u
") < o= ) g — gl
v—1u u— U
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fiir alle u € [u1,uq] und v € [u1,u]. Also ist die Entropiebedingung auch fiir 7(.,u, )erfiillt.

Somit ist die Behauptung fiir alle us < p gezeigt. Falls p < oo ist, bleibt die Entropiebe-

dingung fir 7(.,p) nachzuweisen. Es existiert eine Folge (uf)nen C N mit uf — p fir

n — 00. Sei nun u € [u1,p). Dann ist u < uj fiir grofe n. n(u,uy) ist dann also definiert
o ’ . . : . dn .

und erfiillt nach Voraussetzung die Entropiebedingung. Da i stetig vom Parameter u,4

abhingt (siehe 4.5), folgt

g(v) — glur) _ g(u) —g(w1)

v — Uy U — U >_7I(U'Uf")-—*i(u )f"
O EE I T S e el
v— Ul u—um
Da auff i =0 ist, ist die E satadi "
a auflerdem a—c—n(p, p) = 0 ist, ist die ntropiebedingung fiir alle u € [u,,p] erfiillt. Damit

ist Teil a) erledigt.

Im Fall p = oo ist dic Behauptung gezeigt.

zu b): Nun betrachte ich den Fall p < 0o0. Sei
M := {uq|us >w und die Schockkurve 7(.,us) verletzt die Entropiebedingung

mit dem tangentialen Wert 7 = uy}

und
q:=inf M

Falls M = 0 sei q := 00.
Behauptung: p <4¢.
Falls ¢ = oo ist, folgt p < ¢- Im Fall ¢ < oo mufl ich, da p € N, nur den Fall p = ¢ aus-

schliefen. Ich zeige dazu,

fallende Folge (uf)nen C M mit uj

daB ¢ € M ist. Angenommen ¢ ¢ M. Dann existiert eine monoton

\, ¢- Zu jedem u} existiert ein kritischer Entropie-

B d . ]
wert @,. Da Zg—n(u, .) monoton steigend ist, folgt aus der Entropiebedingung, da die Folge

(&n)ne Ny monoton fallend ist. Da die Folge auflerdem nach unten durch u; beschrinkt ist

existiert ein ¢ mit @n \ ¢ fir n —
Behauptung: § ist kritischer Entropiewert zur Schockkurve ({,7(.,q)) und der tangentiale

Wert ist ug.
Die Entropiebedingung ist fiir (¢,n(.,q) )im Intervall (q,q) erfiillt. Falls nicht, gibt es ein

i € (,q), so daB die Entropiebedingung verletzt ist. Sei nun n so gro8, daff & > %,. Aus

. d ;. v o . )
der Monotonie von EEn(u, .) wiirde folgen, daf die Entropiebedingung auch fiir ({,7)(%, ug)

nicht erfiillt ist. Ein Widerspruch zu @ > in.

Um nachzuweisen, daf g kritischer Entropiewert ist, verbleibt zu zeigen, daf die Entropie-

bedingung in einem Intervall (¢ — €,q) (fiir ein € > 0) verletzt ist. Um dies zu beweisen

zeige ich:
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Behauptung: Es gibt ein € > 0, so daf

: )= gl)
et U—1u
A (I (7

U — u

fiir u € (7 — ¢, q)-

Zusammen mit Satz 4.13.3 (fiir v = u,) folgt daraus, dafi die Entropiebedingung verletzt

wird. Ich zeige die Behauptung, indem ich

g'(u1) = g(qz —g(w1) / _ g(u) — g(u;)

Lo S @ © oy ST
fHm = Plag) - L@ =)

u-—1u

fiir u < ¢ in der Néhe von ¢ nachweise.

e o d d
(1) Es gibt ein ¢ > 0, so da &Z'fl(uyq) > En(q‘,q) fiir alle u € (§ — ¢, §).

2

Wegen Bemerkung 4.6 geniigt es zu zeigen, dafl n(¢,q) < ¢'(¢) und damit a (3,q) < 0ist

ekl
Aus 4.13.3 (fiir v = u) folgt:

7(q,9) — g(d; :igul) d - 7@ - g(q; = i(’U/l)
=\ = —=n(g,q) £ — 2

pp - LSl - {01
-

Damit gilt 7(¢,q) < 9'(d). Angenommen n(d,q) = g¢'(¢). Dann folgt mit o(u) :=

flu) = f(w) . g(u) — g(u1) .
Ty und p(u) := oree o aus der Entropiebedingung, daf

iv,y R o o) =ge)_g@-stw)

i) = = = —ng,q) £ —u _ plg) —plv

AP (U L 0~ fw) _ F@ =) ~ o(@) = o)
q—u v -1 e

d2
—L@<o
Aus Lemma 4.13 folgt
ii gl(q-) _ g(q) i g(ul)
g_ ) — d-ul
f”(q) fl(q)_ f((j)—f(ul) SO
g—wm

Ein Widerspruch zu § = lim @, 2w > w).
n—100

2w
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(2) Aus Lemma 4.12 folgt

dn . g'(uy) - —

_(un’u") - .un U1

AR
Un — U7

n = 5 dn :
Da u} — ¢ und @, — ¢ und — (u,uq) stetig von u und u4 abhingt, folgt damit (2).

dg

(3) Es gibt ein ¢ > 0, so daf

g'(ul)_g(@;-zwﬂ ) - S = glw)

el U —u - N

, S(@) = f(u1) 5 , flu) = flur) fiir alle u € (¢ —¢,9).

PR~ = i~ B
Es gilt:
(*)

' = u) — g(u1) 1 a ACEEAY , 1§ - A
P e el B an (-22250) - ) - a9 (L2251
du F(uy) - fu) - f(u1) ) (f'(uwy) - Af)2

_ 1 f@-bf (g’(ul) ~8g _¢@ - g
i~ fTw) =87 \Fw) =87~ @) - Af)f :

>0 <0 <0

~

Eea f(@) - f(w) 7) —
Dabei seien Af := @) - fu) und Ag := ‘M Aus der Konvexitat von f folgt:

qg—u qd—u
qy _ 1@ = f(wm)
r@-ofm _ IO T
Pl =Bfqu T 0= 1) ©
R}
Aus 7(q,q) < ¢'(§) zusammen mit (2) folgt:
gl - 20w g SO 2I0) gy 9@ o)
) - ) ~ & IR R ()
1 qg—wu d—u (@ - i=u

Damit ist («) gezeigt. Aus (+) folgt dann die Behauptung (3).

Damit ist gezeigt, daB ein € > 0 existiert, so daff die Entropiebedingung fiir u € (§ — ¢,q)
verletzt wird. § ist somit der kritische Entropiewert zu . Aus Korollar 5.6 folgt, da u

tangentialer Wert 2u @n, da§ @, > wy ist. Somit ist also ¢ = lim @, > w; und damit ist
n—oo

u; tangentialer Wert zu g. Damit ist also p < ¢ gezeigt.
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zu ¢): Im folgenden konstruiere ich die Losung im Fall u4 € (p,q). Nach Definition von p
und g gilt fiir ug € (p,q), daB die Entropiebedingung von der zugehdrigen Schockkurve ver-
letzt wird und der kritische Entropiewert %(u4) einen tangentialen Wert 7(uy) € (uy, @(uq)]
besitzt. Wegen Lemma 5.7 kann auch 7 = 4 ausgeschlossen werden. Das folgende Lemma
liefert die Existenz der Enveloppewelle (siehe Abbildung 5.2). Ich setze den Schock ((,7)

von 4 aus fort und lasse tangential aus ihm Charakteristiken loslaufen, deren Werte gewéhr-

leisten, da die Entropiebedingung erfiillt ist.

5.8 Lemma
Sei ug € (p,q). Sei @ der kritische Entropiewert und v der zugehérige tangentiale Wert.

Dann existiert ein 4 € (7,%) und Funktionen ng,u_ € C'([%,4]), so daB gilt:

1.) Fiir alle u € (4,%) gilt:

R e =
€7 B e T
2.) 75 und u_ erfiillen die Anfangsbedingungen
ne(@) =n(d,us) und u_(2)=7
3.) Fir alle u € (4, @) gilt
E%‘C:(u) <0 , %’%(u) >0 und d;gf( ) <0

4.) Im Punkt @ gilt

u(@)=i , ne(@=g(@ und —d;(a)=%(a)

Bewezs:
Um die gesuchten Funktionen ng und u_ zu bestimmen, Idse ich die Algebro-

Differentialgleichung 1.) mit den Anfangswerten aus 2.). Aus Lemma 4.11 folgt, da8

g vt M AT (dau_(@) = 9)
F(a) - f(u-) fu-) fllu-) - f(u_)- flu-)
uU—U- Uu—u-

Die Identitat (B) ist also im Anfangspunkt erfiillt. Ich 16se die Gleichung 1.), indem ich (B)
differenziere und eine Differentialgleichung fiir u_ herleite. Zusammen mit (A) erhalte ich

ein System von gewdhnlichen Differentialgleichungen fiir 7g und »_. Im folgenden seien

Af(u,u_)=f ) =30 und Ag(u,u_)ng-_)

U= U= U— U
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Es ist
d ne(u) - g—(ui : i(_u_)
dg () - ﬁ%:i(_uJ =
_ 1 ang d |
ol (C(U) _ Af(u,u ) [( dC ( )— iAg(uau—)) (C(u) - Af(uau—)) i i
(ne(u) — Ag(u,u_)) (1 - %Af(u,u_)” f
Dabei ist
d
—Aguu =d—( .. )
_dud (g(w)—g(u )\ du. d (g(u)-g(u)
d¢ du ( u—u- )+ i du_ ( o )
_ﬁ( g'(u) — Dg(u,u_ ) du_ ( g'(u_) - Oglu,u_)
. u=u- k3 u—u_ )

Ebenso folgt

2 arwn =g (B2

: Af(u,u—)) du (f( )*Af(u,u—)>

U—U- dC U—UuU_

Nutzt man auflerdem die Identitdt (A) ergibt sich

_g(uw) —g(u-)
P 0 .
dq ( C(u) - ﬂy_)_—_f(_u__) )

U—u-

= - me(w) = Aglwus) _du (g'(w) — Bg(uu-)\ _du_ (Ag(uu-) - g'(u
—(f’(u)—Af(u,u-))[f’(u)—Af(u,u) dC( — ) dc( 2o ))_

_np(w) = Og(w,us) | me(w) — Bgluw,u-) (du (f'(u) = Af(uu ) | due (Af(u,u-) - f'(u_
f'(u) - Of(u,u-) T ) - Afwu) (dc ( u—u_ )+_d(_( u:—u—f . ))

_du- 1 (g'(u-) - Og(u,u-)  ne(w) - Dglu,u-)  f'u-) - Af(u,u-)
d¢ u—u- \ f'lw) - Of(wu-)  fu)=Df(wu)  fi(u) - Af(u,u_) )+
du 1 ( ) Ag(uau—) ﬂE(u) = Ag(uau—)
YL u—u ( Fw = Afu) " f’(u)—Af(u,u—)>

\
)

= (+)

Weiterhin ist

' g(u) —g(u-)
d g(u—)_ U—U_ _
% | sy - [0 =70

U—u-
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(Fla) - D T
" du— d / A
(70157 - 85w o) - o(w,u-))
1
Y- " du- _du = - N
et [ G =) - G0 - Bt - B (Bgtun) - o)

o) - Agluyu) | TG G ) - Ay | dus
) = Bfwu) | ) - bfwu) & Fu)Aaf(nu)

_du 1 [ g"u)u-u)  g'(u) - Bgwu) fu)(u-u-) ]+
T oA u—uo [fi(u-) = Af(wus)  fi(un) - Af(uus) fus) - Af(uu-)

du 1 [_ g'(u) — Bgluu-) | g'(u-) - Bglu,u-) f’(u)—Af(u,u-)]
du—u- | flu)-Af(wu-)  f(u) - Af(u,u-) f'(u-) = Af(uu-)

=: (++)

du
Setzt man nun (+)=(++) multipliziert mit (u — u_) und sortiert nach — bzw. £—1—— ergibt

d¢ dac
sich:
du_ [gf(u_) - Bgluu-) | ne(w) = Bgluu-) f'u-) = Dffu,u-) _
i | 7w - Dfwmun)  f(w) - Df(wus) (@) - Bfua)
- g"(u)(u—u_) . g'(u-) - Bgu,u-)  fu)(u—u_)
(+) Fla) = Afmus) * flus) = Bfwus) Flus) - Df(wu)

~,
—~
£
|
D>
“n
~~

du[ g'(u) = Og(u,u-) +g’(u-) A ) u,u-)+
d¢ | fllu-) = Df(uyus)  f'(us) = Df(u,u) f'(us) — Af(u,us)

u
9'(u) = Ag(u,u-)  ne(u) - Ag(u,u_)}
f'w) = Af(uus)  f'(u) = Df(w,u-)

+

Jetzt will ich die Differentialgleichung auf die Form

du- _du_ 1 f'(uw) - f'(u-) (K(u,U-)+L(u,U—,17E)>
dC i dC f”(u—) U-—u- M(u,u_)+N(u,u_,nE)

bringen. Dabei seien
o) = Agluus) | g'(u) - Dglu,u)
S fun) = Af(wus)  f'(w) - Af(w,u-)

L(t,u-,78) = (9"“') = Aglun)_pie)- Amu-)) f(us) = Af(uu.)
WU )=\ D) = Af(w,u-) f’( )= Af(mul)) Fla) - Dfuu)

K(u,u_)

M(u,u-)

N (u,u—, nE)= (9'(“—)-A9(u,u-)_nE(u)—Ag(u,u_))
N(w,u-,ng f(u) Af( _) Frla)(w=—u) \ f'lus) = Af(uus)  fl(u) = Af(u,u_)
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Es wird sich spiter zeigen, daf§ fiir die Losung der Differentialgleichung L(u,u_,ng) =
N(u,u—,ng) = 0 folgt. AuBerdem sind die Ausdriicke K und M aus den vorherigen Unter-
suchungen iiber S,, bekannt. Diese Tatsache macht die obige Darstellung der Differential-

gleichung sinnvoll. Nun betrachte ich die Ausdriicke in den eckigen Klammern in (x).
g'(u-) = Bgu,u)  ne(u) = Ag(w,u_) f/(u) - Af(uu-)
fiw) = Af(uu-) — f'(w) = Bf(w,u-) f'(u) = D f(w,u-)

g )w-u) o g(u) - Bg(wus)  f(u)(u—u) }
filus) = Bf(wus) - f(us) = Bf(uu) f(u) - Af(u,u-)
_ e )u-u) (9’(u—) Bg(u,u-) g_”(u )> L
flus) = Of(w,u-) \f'(u-) = Af(uwu)  f77

f(u) = Df(u,u-) (g’(u~) - Ag(u,u-)  np(w) - Ag(u,u_))
fluw)— Af(wu-) \flu-) = Df(w,u-)  f(u) - Af(y,u-)

und
9'(u) = Og(u,u-) +g(u ) = Dg(u,u-) f'(u) = Af(u,u_) N
fllus) = Af(w,us)  flus) = Af(u,us) fluc) = Af(u,u-)
g'(u) = Dglu,u-)  me(u) — Ag(u,u-)
frw) = Of(wus)  f'(u) = Af(u,us)
() = f{u- (_g w) = Oglwu-) | g'u) = Ag(wu) f'(u) - Af(u,u.)
flu-) = OF(u,u-)

( ) N
F@-f@) T FW- ) ) - b
f

) = Af(u,u-) w(u)—Ag(u,u-)f'(u-)—Af(u,u_))
fla) = Dfwu) F@-Ff) @) -Ofwmu)  Fw)-flu)

Fw) = f'(u-) [_9'(U) —Bg(wu-) | g'(u-) = Agluu-)
frus) - Ofuu-) | fflw) = fllu)  flus) = Of(u,u-)
) - Of(w,u)  mp(u) - Aglu,u-) f(u-) = Af(u, U—)]
-)

U-
Fllw) = fllus) )= Afwus)  f'(u) - f'(u

f(u) = f'(u-) [9(“) Dglu,u-)  g'(u) = Aglu,u-)
filus) = Df(wus)  f'(u) = fi(u-)

+ (y (u_) = Dg(w,u-) np(u) - A.<J(u,u_)) fllu) -~ Af(u,u_)]
fllus) = Df(uu)  fiw) - Bf(uu-) ) f(u) = f'(u-)

Daraus ergibt sich die oben behauptete Gestalt der Differentialgleichung fiir u_. Zu l6sen
ist jetzt also die folgende Anfangswertaufgabe

g () g(u) —g(u-)
dng U— U
(4) —(u) = I
PR (O (8
du- _du 1 f'(u) - f'(u) ([ K(u,u-)+ L(u,u-,7p)
(B1) T_ d—(f”(u_) U—-UuU_ (M(u,u_)+N(u,u_,nE))
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Im folgenden untersuche ich, ob die rechte Seite in (B1) singuldr wird. Da (B) im Anfangs-

punkt erfiillt ist, ergibt sich

Somit gilt

M(a,7) >0
Die rechte Seite von (B1) ist also definiert. Da alle auftretenden Funktionen geniigend glatt
sind, folgt aus dem Satz von Picard-Lindeldf die Existenz einer eindeutigen Losung. Macht

man die Umformungen, die zur Differentialgleichung fiir u_ fiihrten, riickgangig, ergibt sich:

; (e - SEHEDY (g - el ges)
d¢ C(u) - f(uz:f(u—) g Flu_) - f(u) = flu-)
(/. U—Uu-

Da die Identitdt (B) im Anfangspunkt erfiillt ist, folgt somit:

g9(u) —g(u_) lu)— 9(u) — g(u-)

ne(w) =

U—U_ - )
R LTI (O PR (B ()
= U—uU-

Daraus folgt aber
L(u,u-(u),ne(u)) =0 und N(u,u_(u),ne(u)) =0

solange die Differentialgleichung losbar ist.
Sei (w, i) das maximale Intervall nach links, in dem die Differentialgleichung losbar ist.
Auflerdem sei
p:=inf{u|M(u,u-(u)) >0}
Da M(a,7) > 0 ist, folgt p < @. Zunichst zeige ich fiir alle u € (maz(p,w), 7]

dzﬂE
d¢?

du_ o d
i) YHC—(UKO , i) de(“)” und i)

(u) <0

AnschlieBend zeige ich dann, da M (u,u_(u)) > 0 solange u_ < u gilt. Aus ‘%‘C:(u) <0

folgt dann, daf die Differentialgleichung bis zu einem % mit u_ (%) = % losbar ist. Nach Vor-
»

aussetzung ist M (u,u_) > 0. Aus dem folgenden Lemma folgt K (u,u-) < 0. Beriicksichtigt

du-
man (B1), ergibt sich daraus, daf :—C < 0 ist.
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5.9 Lemma

Gegeben seien v1,v2 € IR mit v; < v und vz > a. Auflerdem gelte

_!Jl _ g'(v1) — Bg(vy,v2)
7 Fla) = A fnu) <°
Dann gilt:
g'(n1) - Ag(v1,v2) < g (v2) — Dg(vy1,v2)
fl(v1) = Af(vi,v2) — f'(v2) = Af(va,v2)
Bewezrs:
Sei ¢(w) := —f—(—w&—:—gh—) und p(w) := y(_u;_))_}%fﬂl Aus Lemma 4.14 und der Vorausset-
zung folgt:
#po_ (-w)f'm) [g _ g() = Bg(n,v)
57" = Tl = Ao |77 ™) 7 Flon) = Aflonm)| 7 °
by % i

Analog zu Korollar 5.5 kann man zeigen, daf fir v > a ein W < a existiert, so daf (5, p)

konkav ist fiir u < @ und konvex fiir u > w. Da

&2
EE('UI) >0

ist, muf (7,p) fir w > v1 konvex sein. Daraus folgt:

plv2) = p(v1) _ g'(v2) — Dg(v1,v2)

g'(v1) — Ag(vy,v2) _ dp
G(va) = (1) f'(v2) — Df(v1,v2)

flwr) = Bf(v,v) — do

(v1) <

ii) Tinc—E(”) >0

Dies folgt sofort aus

dnE( ) 2 g'(u-) — Oglu,u-)

a7 flus) - Af(uyuc)

wenn man die Konvexitit von f und g ausnutzt.

In dem folgenden Lemma bestimme ich zundchst die zweite Ableitung.
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5.10 Lemma

Fiir alle u € (w,a] gilt

dgnz(u) N 1 (g’(u-) -Aglu,u_)  g'(u) - Aglu,u_)
d¢? (w—u)f"(uw) \f'(u-) - Af(u,u-)  f'(u) - Af(u,u—))

Beweis:
Aus (A) und (B) folgt:

dnz( e g'(u-) = Dglu,u-)
d¢ flus) = Af(u,u-)

Die rechte Seite habe ich schon vorne ausdifferenziert. Es ergibt sich

Frg (- die L [otlloe) gl - foluu) Sl )6ou) |

a2 VT dC u—u- [f'ws) - Af(w,us)  f'(us) = Af(u,us) flus) - Af(u,u-)
+d_g 1 [_ g'(u) = Dglu,u-) | g'(u-) = Dglu,u) f'(u) = Af(u,u_)
dlu-u- | fllu-)-Af(uu-)  flu-)-Af(u,u-) f'(u-) - Af(u,U—)]
_ du- f(u-) [g"(u-) g'(u-) — Ag(u,u-)
¢ f(un) - Of(uyus) [ f(us)  filus) = Af(u,u )]+
" du 1 f'(u) = Df(u,u- [g’(u )~ Bg(u,u-)  g'(u) — Ag(u,u-)
d¢u—u- flus) = Af(u,us) [f'(u-) = Af(u,u-) f’(u)—Af(u,U—)]
Setzt man

du- _du_ 1 f’(u)—f’(u_)(x(u,u_)
& T L) u-us M(u,u_>)

ein, so ergibt sich

d”ns(u) du 1 f'(u-) = f'u) [g(u ) = Dgluyu)  g'(u) - U
dc? dCu—u- fl(us) — Df(uyus) [f(u-) = Df(uyu)  f'(u) = Af(u,u_)
)

Ldu 1 fw) = Df(u,u-) [g’(u-) - Og(u,u- (v) = Dg(u,u-)
d&Cu—u f(u) = Df(wus) [ Ful) = Df(uus)  fiw) = B )]
_ 1 1 (g’(u_) - Ag(u,u-)  g'(u) — Ag(u,u-)
f”(u)u-u— f'(u-)_Af(u’u-) f’(u) "Af(uvu—))
q.e.d.

Fiir alle v € (w, @] folgt damit aus Lemma 5.9

d*ne

d(2 (u) <0

Aus i) ergibt sich, dal u_ sich wie in Abbildung 5.7 dargestellt verhélt. Ich will die Diffe-

rentialgleichung 16sen, bis u_(u) die Gerade u_ = u schneidet.
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Abbildung 5.7

du_ o
Solange u_ < u gilt, folgt ;—u < 0 und somit ist u_ auch nach unten beschrinkt. Aus (B)

folgt, daBl auch g beschrénkt bleibt. Falls

9'(u-) - Ag(u,u-) g_”(u_) o

fl(u) = Af(uyus)  f"

ist, fiir alle v < @ mit u_(u) < u, ist die Existenz von 7z und u_ bis zu einem Punkt %

mit u_ (i) = u gezeigt. Da u und ng beschrinkt bleiben, ist die Differentialgleichung im

Intervall (p, @ l6sbar. Es geniigt also zu zeigen, daf li\x\n u_(u) = pist. Aus u_(u) < u fiir
u\p

u € (p,a] folgt

lim u_(u) < p
U p

Annahme: lim u_(u) < p
u\p

Es gilt
g'(u-) —Dg(u,u-) g_” _’ )
flu-) - Af(u,u-) f" (u-) 0 fir u\ p

Es sei p_ :=u_(p) = lim u_(p). Da

u\,p
dng, _ g'(u-) — Dg(u,u-) N
% M P T At T vE P
folgt
dng, | g'(p-) = Dglp;p-)
(+) ¢ (p) = f'(p-) — Bf(p,p-)
und somit
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Es sei nun

Bu) = ‘Z?—f—(u) - (u_(w))

Da h(u) > 0 fiir u € (p, @] und h(p) = 0 folgt

K (p) >0
Es ist
d d¢ d*ne g"\ du
L= 5 TR -(%) ) 5= >0
du du  d¢? f" du
—~ —
>0 <0 <0
Also folgt

(£) 0

Also ist p— > a und somit gilt fir alle v > p_

gll gll dﬂE
A > (p_ )= —
£) > $e-) = 2
Und damit
dng " "
0> 3 (p)f"(v) - g"(v)
” d i in
Sei F(v) := -dlcg(p)f(v) — g(v). Dann folgt F''(v) < 0 fiir v > p_. Daraus ergibt sich
F(p_)-F
F'(p-) > by~ i) fir alle v > p_

Fiir v = p gilt somit

B, \ ooy _ dng  \flp-) = f(p) _ 9(p-) = g(p)
i (0 f'(p-) —9'(p-) > ic (0) o —p PR

Daraus folgt
o) - 9(p-) —9(p)

dng p-—p
(p) < y
d( f’(P-—)— f(p—)—f(p)
P p

ein Widerspruch zu (+).

Damit ist gezeigt, da u_(p) = p. Setze u = p. Die Behauptungen 1.)-3.) aus Lemma 5.8

sind damit nachgewiesen. AuBlerdem gilt u_ (%) = @.
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Es ist

’ g(u) —g(u-) .
lim @(u) = lim ) B—Ul e 9" (0 (u,u-)) ™ 3 -
uN\u dc u\u f/(u_) _ L(u:l__:_{b_(__l‘_t:_) u\ o f”(az(u,u_))u"2_ u

mit 6 (u,u_),02(u,u-) € (u—,u). Daraus folgt

"

e (1) = )

AR
Aus
T e =
A S (LY (R

folgt dann, dafi li\r‘n_ ne(u) = ¢'(%). Ansonsten wiirde der Limes nicht existieren. Damit sind
u\u

simtliche Aussagen des Lemmas 5.8 nachgewiesen.

Mit diesem Lemma ist die Existenz der Enveloppewelle aus Abbildung 5.2 nachgewiesen.
Dabei sorgt die Identitdt (A) dafir, daf} die Sprungbedingung erfiillt ist. (B) gewahrleistet,

daB die aus dem Schock laufenden Geraden Charakteristiken sind und somit die Differen-

tialgleichung in der Enveloppewelle stark erfiillt ist (siehe Bemerkung 3.5). Da d;_“ <0
u
d’ne
d¢?
Welle wohldefiniert ist. Im Punkt % degeneriert die Schockstérke zu Null und der auslaufende

ist, nehmen die Werte von u— mit fallendem » zu. Zusammen mit < 0 folgt, daB die

Schock schneidet die Basiskurve mit erster Ordnung.

Im Punkt (f'(u),¢'(w)) (u € [7,%)) schneidet die Charakteristik mit dem Wert u aus der
Enveloppewelle die Charakteristik mit dem Wert u aus der Verdiinnungswelle V X[u4,u,].
Es bleibt nachzuweisen, daf die Entropiebedingung erfiillt ist. Zundchst betrachte ich den
Schock zwischen u; und . Im Punkt (((@),n(@)) erfiillt der Sprung zwischen u; und % die

Entropiebedingung. Das bedeutet, daf der Graph der Funktion

zwischen u; und @ oberhalb der Sekanten zwischen diesen beiden Punkten liegen muf. Da

nach Lemma 4.8
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Abbildung 5.8

ist die Entropiebedingung dann auch fiir den Schock zwischen u; und ¥ erfiillt, da sich der
Schock mit der gleichen Steigung fortsetzt (siehe Abbildung 5.8).
Um die Entropiebedingung fiir die Schockkurve (¢,ng) nachzuweisen, betrachte ich folgende

Formulierung der Entropiebedingung

F(v) — F(u-) . F(u) — F(u-)

2 fir alle v € [u_,u].
v—U- Uu-—u-

d ’ 5
Dabei sei F(v) := %(u)!(v} — g(v). Ich will zundchst untersuchen, welche Gestalt F' hat.

Es gilt

F'(v) >0 <= %(ub%(ﬂ
F'(v) <0 <= 'Z’—f(u)<%(v)

n

d " . ]
Da —:?E—(u) > %(u_), folgt aus der Voraussetzung an die Ableitung von % die Existenz

von wy,wy mit =00 Lwy < U~ und u_ < wy < 00, so dafl

(#) F'(v) <0 <= wv>w; oder v<uw

Annahme: Die Entropiebedingung ist verletzt.

Da
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Abbildung 5.9

liegt der Graph von F' in einer Umgebung von u_ oberhalb der Sekanten zwischen u und

u_ (siehe Abbildung 5.9).
Da ich annehme, daf die Entropiebedingung verletzt ist, gibt es ein w € (u_,u) mit

F(w) = F(u-) _ F(u) - F(u) _ F(w) - F(u) (siehe Abbildung 5.9)

w—U- U—u- w-u

Also gibt es w € (u—,w) und @ € (w,u), so dafl
F(w) - F(u-)

w—u_
F(u) = F(w)

u—w

= F'(w) und
= F'(w)

Auferdem folgt aus (A) und (B), daf
F(u) = F(u-)

Uu-—u-

Flu.) =
Damit erhilt man
F'(u_) = F'(w) = F'(w)
Daraus folgt die Existenz von zwei Nullstellen von F" im Intervall (v_, ). Ein Widerspruch

zu (#). Damit ist die Entropiebedingung fiir die Kurve (¢,7£) nachgewiesen.

Der weitere Ansatz wird sein, den Schock zwischen u; und 7 {iber den Punkt (f'(), ¢'(7))
hinaus fortzusetzen. Wie oben ergibt sich aus der Sprungbedingung folgende Differentialglei-

chung fiir die Schockkurve. Die zu konstruierende Schockkurve sei mit (¢,mr) bezeichnet.

g(u) — g(u1)

d_nﬁ u)=7IF(u)_ = Uy
P (O

67



Als Losung ergibt sich

neta) = [ ezp ( / —a(A,ul)dA) A= 90) o5 ) + ' (0)eap ( / —a()\,ul)d/\)

v s ]

Dabei sei
()
a(\uy) =
fN) = flwm)
18Il i)

Nach partieller Integration erhalt man analog wie in Kapitel 4

=]

u u

(*) _
+ exp (/ —a(/\,ul)d/\) [g'(ﬁ) - M] fir alle u € (uy,7].

/ v —u
v

Das folgende Lemma zeigt, da8 die oben konstuierte Schockkurve ({,nr) die in Abbildung

5.2 skizzierte Gestalt hat.

5.11 Lemma
Die oben konstruierte Funktion np hat die folgenden Eigenschaften:

dnr

n

_9

1.) ulixur!}1 ne(u) = ¢'(u1) und ul'{‘r{:l 'E'(U) = F(ul):

2y S =90) i) < g'(u), fiir u € (u,9),
u-—uU

3) ‘_igzﬁ'_(u) > 0 ] fir u € ('U:l,‘l-)),
2

0 Hweo | fir u € (us, 0).

AuBerdem erfiillt die Kurve (¢ ,mr) die Entropiebedingung.

Beweis:
zu 1.): Nach Hilfssatz 4.5.3 gilt

9__————(“3 :i(l’“) + / ezp ( / a(,\,ul)dx) zds- (g_____(sz :iiu‘)) ds

u u

=)~ § (%) @ ) = Pinta =) + 0= )’
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Behauptung:

Es gilt

) )
alhu) = TR = flw)

)\——ul

- ')

\ (2
T 172" (V) (w1 — A) + /6" (M) (w1 = A)? + O((A - w)?)
1

B 1/2(U1 = A)+1/6—{f;(%i‘—))(u1 = }\)2 +O(()\—u1)3)

D) 2 f’"()\)

=171—_—/\—§W+0(/\—u1) .

Damit ergibt sich

4 e 9 "y
exp (/ —a,(A,‘U,l)dA) = exp / \ —2'u,1 + 5 "ff"((/\)) +O(A == U1) d\

N —
=(In f"'(N))’

et I L

N > &

v

£ @
C unabh. von u

<C (u —u1>2 (f”(u))§ < C.'(u—u])2

7 —u f(9)

Daraus folgt (++). Benutzt man die Darstellung von np aus (*), ergibt sich aus (+) und

(++)

Jim 7p(w) = ¢'()
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Aus (*),(+) und (++) folgt

n(u) - g(u) - g9(u1)
. dTIF ' W=l
lim ——(u) = lim
w\w d AN flu) = f(w)
i G~
P g(u) — g(w1)
i g U= U +C(u-u1)21n(u—w)+0((u—U1)2)
= lm
| g - L) fwja St
—‘*%“,‘% 0
B 9”(”1)
i f"(‘ul)

zu 2.) und 3.):

— 2 . d _
nr(u) = g(_’%j_i_f’iﬁ = /e:vp (/a(,\,ul)d,\) - (Q%U_I)) o

>0 fir s >y

da ¢" >0
+ exp (/ ‘—a(/\,'U;])dA) |:gl(1-)) . M] >0
5 e V—u |
> 01 daﬁ >u1

und g konvex

Also ist

Damit folgt

_g(uw) — g(wm)
U — Uy

f(u) — f(w)

U — Ul

> 0 fﬁl‘ u € (ul,‘(_)]

dnr
4 o) =
O O

Damit ist 3.) gezeigt.

Im Anfangspunkt 7 gilt nr(7) = ¢'(7). Da® <w folgt

g,(‘l-l) s g("-}) _g(ul) p
o T—u_ _ dnF
AR (T YR
U= U

Daraus folgt
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Annahme: Es existiert ein w € (u1,@), so dafl np(w) = g (w).

Sei nun w der grofte Wert mit np(w) = ¢'(w). Dann gilt in w

v 9(@) —g(wm)

g'(w) W — Uy dnl(lf})(‘q—”(')

iy - T ) T
w — Uy

im Widerspruch zu @ < 7 < wi. Also gilt 7r(u) < g'(u) fiir alle u € [uy,7].

zu 4.): Nach Hilfssatz 4.5 gilt

1
TN u— U ;
T = T e [ =y ) < 8
4 U - U <0
>0 da £">0
fiir alle v € (u1,7). Die Entropiebedingung ist erfiillt, falls
g(v) —g(w1) _ g(w) —g(w)
dnr v — Uy u— U . )
TS Ty Fa = fa e € efundalen €fua, 2
v —uy u—u

= (f(u) - f(UI)’ L g(ul)) im Intervall

Da 7 < w; ist, ist die Kurve (o(u),p(u)) =
u— Uy U= Uy

[u1,7) konkav (siehe Lemmata 4.14 und 5.4).

Also ist
' g(u) - g(ul)
o —aw _pw ST T o _
uer{};lgu] o(v) —o(u) T ool(u) f(u) - f_(u);f_(u_l_)_ fiir alle u € (u1,7).
U—Uu
Da nr(u) < ¢'(u), folgt
g(w) —glwm) v 9w —g(w) 9(v) — g(w) -
Q’E(u)____w i u—-u gt u—u p(v) — p(u) _ U_ulul g("z_i(lul)
d¢ f’(u) _ _f_(l“_)_j_(y_l_). fl(u) - ﬂf‘_:f_(ul_) = o(v) - o(u) f@) = flw) flu) - (u1)
U - U v -1 P

u— U

fiir alle u € (u1,7) und v € [u1,%]. Damit ist die Entropiebedingung gezeigt.

Falls ¢ = oo ist, ist die Behauptung gezeigt.

zu d): Jetzt betrachte ich den Fall ¢ < oo.




Behauptung: Fiir alle ug > q gilt:

i) die Entropiebedingung fiir die zu u4 gehorige Schockkurve (¢,7(.,us)) ist verletzt und
i) der tangentiale Wert #(uq) ist gleich u;.

Da g > p ist, ist die Entropiebedingung fiir die zu uq > ¢ gehorige Schockkurve verletzt. In
b) habe ich gezeigt, da der tangentiale Wert #(q) zum Riemannproblem mit u4 = ¢ gleich

uy ist. Aus Korollar 5.6 folgt dann, daf fiir den kritischen Entropiewertwert @(q) gilt

i(q) > w2
und somit
/( )_g(q)_g(ul)
gﬁ(u)—gul - __ <o
! 1 1 - @ - flw) =
f'(w) = u

Wie in b) gezeigt wurde, ist @ streng monoton steigend. Also folgt aus ugq > ¢, daB @(us) >

(q) > wo ist. Aus Korollar 5.6 folgt

B(uq) = u1-

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Die Behauptung des Satzes ist, daf die Entropieldsung die Gestalt (C) hat. Nach Lemma

4.12 gilt
(@) —g(wm) vy 9(a) — g(u1)
ing g - "0 = ) - e )= fla)
d Ty f) = flu , _ f(@) - f(u
O pw-TRmp T fe) - T
und
) 9(a) — g(w)
gn g (ul) - - u
(#) pit) < 7@ = f(u1)

fllwm) - =————

Falls in der letzten Ungleichung echt kleiner gilt, kann ich die gleiche Konstruktion wie im
Beweis zum Lemma 5.8 durchfiihren. In diesem Fall habe ich also die behauptete Gestalt der

Losung nachgewiesen. Die Gleichheit in (#) wird nur fiir & = w; angenommen. In diesem

Fall wird die Differentialgleichung (B1) singular. Um die Algebro-Differentialgleichung

g(u) —g(u-) i g(u_) — g(u)
e,y @ ne(w) = = "o ® g'(u-) g u_) e
% P L O R
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im Fall % = w zu losen, werde ich u_ als abhiingige Variable auffassen und ein System von

gewdhnlichen Differentialgleichungen fir v und ng herleiten. Es ergibt sich

DE ((u_))  ms(u(u-)) -

d_n_E(u(u Y= du_ _ w(u_)—u_
d¢ B s A _ flu(u-)) - flu-)
y (w(u-))  f(u(u-)) (o) —u.
Daraus folgt mit d—(qift = g—g(—;%_— = f"(u)é—?_—, daf
g(u(u-)) —g(u-)
(a1 ire, _ gt DT e
Aus (B) ergibt sich, wie in c) durch differenzieren nach ¢
du_ d 1 "(u) = f'(u-
;—C (M(Uy’u—) + N(uy u—:nE)) = ;i_lé (f”(u_) f (u,lz _ ,l{_(u )(K(u’u-‘) + L(“!“—anE)))
und somit
du U— U M(u,u-)+ N(u,u-,ng)
B2 g = " FR) = s K(wu) + L, 7s)

Es ist zu zeigen, da die rechte Seite nichtsinguldr ist. Da (B) im Anfangspunkt erfiillt ist,

folgt L(a,u1,nz) = 0. Sei F(v) 9 )f(v) - g(v). Aus

_a
g 9" (ﬁ;:i(lul) g
folgt
F"(u) =0

Jetzt untersuche ich, welche Gestalt F' hat. Es gilt

F'lv) >0 &= g%(ﬁ) > %(v)

(%) "
und F'(v) <0 = :—g(ﬁ)<%(v)

%
Wegen der Voraussetzung sign(!}—,;) (u) = sign(u — a) hat (‘}’7) die in Abbildung 5.10

skizzierte Gestalt. Da u1 < @ ist, ist U1 der kleinere Urbildpunkt (siehe Abbildung 5.10).
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Abbildung 5.10
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Abbildung 5.11

Aus (C) folgt
F(a) - F(u)

U — Uy

Fl(wm) =

Da @ > u; ist und ug < @ ist, folgt aus (*), dafB sich F wie in Abbildung 5.11 dargestellt

verhilt.
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Es folgt also

Fl(ﬁ)< F(ﬁ’Z'—F(ul)
u—u
Daraus folgt
oy g(@) —glu1) yy _ 9(8) — g(w)
i = )“d—’l<a>< ity e
@ - fw) 4 T J@) - f(u)
flu) - T floy- L= 5
und somit
K(ﬁ,u1)<0

Die Differentialgleichung fiir v ist also nichtsingular. Ersetzt man nun in (A1) den Ausdruck

d S . .
d-y— durch die rechte Seite 1n (B2), erhilt man ein System von gewdhnlichen Differential-

U
gleichungen, daff man mit den Anfangsdaten

ne(uw) = n(@) und. u(w)=1

lokal l6sen kann (Picard-Lindelﬁf). Macht man die Umformungen, die zur Differential-

gleichung fiir u- fiihrten, riickgangig und nutzt aus, da8 (B) im Anfangspunkt erfiillt

ist, so erhilt man, da (B)

mit ist L(U,U—,TIE) = N(Uau-»ﬂE
) (fiir ein geeignetes € > 0).
u_ als Funktionen von % auffassen und analog weiterschlieen. Nach

erfiillt ist, solange die Differentialgleichung lésbar ist. Da-
) = 0. Ich zeige nun, daB M(u(u-),u-) > 0 ist fiir

u_ € (ug,u1 +€ Dann bin ich wieder in der Situation wie in

¢) und kann ng und

Definition ist

g(va) — g(v1)

"

M(vl’vz) = __.——-——fTJ;‘z)‘:—% - "}—”'('Uz) fiir alle v1,V2 € IR
f) = e

Unter Ausnutzung von Lemma 4.14 folgt

0
—’M(Uhl’z)](a,u.) =

Oy
(v1) — 9(@)
" g’(ul)'—g—__:_— my\ '
 menfw) ) Sw) - T —(3-) (w) > 0
O Y G R g :
(ro- 228 T e ] i
=0,az=ws u <a
Da aufilerdem
a%u_(ul) =0 und M(U(ul)sul) == M(ﬁaul) =0 y
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folgt aus

d 7] _ du o] _
E:A'I(u(u—)au—)[u_=u1 = %M(uvul) a’;‘j(ul)'*' %M(u,ul) >0 ,
=0 >0

dafl
M(u(u-),u-) >0 fir u—€ (u1,u1 +€) (mit €>0 geeignet).

Damit sind die gleichen Voraussetzungen wie im Falle p < ug < ¢ erfiillt. Die Konstruktion

kann analog vorgenommen werden.

II) Der Fall u; > a.

Zuniichst zeige ich, daB es fiir alle ug > U1 Punkte u € (u1,u4) existieren, so dafi die

Entropiebedingung im Punkte
Entropiebedingung notwendigerweise verletzt ist, falls n

(C(U),ﬂ(“v"“)) verletzt ist. Dazu nutze ich aus, dafi die
(u) > ¢'(u) ist. Dann gilt ndmlich

in n(u)_ g(uz:iiul) g'(u) _ g(u‘l:i(ul)
—(u) = — >4 = 1
£ g L] 7 gy T S

Nach Hilfssatz 4.5.3 gilt

a0 -9 =5 (%) ()" =) inlu =) + O =)’

n\ '
Da u; > a, folgt nach Voraussetzung (%) (u3) > 0. Daraus folgt die folgende Darstellung:

n(u) —g'(v) = —Clu—w)?in(u—w)+h(u - u)

mit C > 0 und A : [u1,us] — IR, so daB ¢ >0 und C > 0 existieren mit

|h(u —w1)| < Clu—w|* firaleu€ [u1,u1 +€)

Daraus folgt

n(w) ='W _ _cin(u-w)+ M—l—} > —Cln(u—u) -C
(u—wm (u =) o,
—o0 IUI u—ug

Also ist
n(u) — ¢'(w) > 0 fiir ju—ui| klein.
Damit ist gezeigt, daB die Entropiebedingung in jedem Fall verletzt wird. Da uy > a ist,
gilt
/ g(v) = g(w)
gu g (ul) - s i
Cw) -~ f <" T
Flm= Swn
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und
glv) — g(u1)

7 (0) AT
=) = — > ir v > uy
f fi(v) = f(vz = £I(U1)

Dies folgt wie im Beweis des Lemmas 5.4. Aus den Lemmata 4.10—4.12 folgt dann, da8

7 = u; gilt. Jetzt kann die Enveloppewelle wie im Fall u; < a,uq > ¢

notwendigerweise

konstruiert werden.

III) Der Fall v = a.
In diesem Fall gilt

g(v) —g(w)

QZ(U) = f,(v,)_—_——”:ﬂ—— >0 fir alle v € (u1,u4)
f" Flu)= ———-————‘f(vz : iful).

Aus den Lemmata 4.10—4.12 folgt, da nur eine Entropie-

(siehe Beweis zu Lemma 5.4).
ftreten kann. Setze nun

veletzung mit dem tangentialen Wert u1 at

o= inf {usg|ue > W und die Schockkurve verletzt die Entropiebedingung }

Falls 7 < oo ist, folgt wie im Fall I, da$ fiir alle ug > 7 die Entropiebedingung fiir die
verletzt ist. Die Entropie

Schockkurve (¢, 7(- u4) )
eloppewelle wie im Fall L Firus <7 ist die Entropiebedingung nach Defini*ion von

Josungen erhélt man mit der Konstruktion

der Env

r erfiillt. Damit ist Satz 5.2 gezeigt.
q.e.d.
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KAPITEL 6
ABSCHLIESSENDE BEMERKUNGEN UND MOGLICHE VERALLGEMEINERUNGEN

6.1 Bemerkung

Im folgenden zeige ich, da im Fall f =o', g=1u
ehauptung des Satzes 5.2 auftreten. Die FluBfunktion g = u* erfiillt nicht die
= 0 ist. Die Aussage des Satzes gilt allerdings

, 43 < 0 alle drei Phinomene

aus der B
Voraussetzungen des Satzes 5.2, da ¢"(0)

auch in diesem Fall. Sieht man sich die Beweisfiihrung a
ch zeige nun, dafl es kritische Entropiewerte

uf diesen Fall hin an, ergibt sich,

daB sie die Behauptung des Satzes 5.2 liefert. I

gibt, deren tangentialer Wert 11 ist. Daraus folgt ¢ < co. Somit treten die Phédnomene

(A),(B) und (C) auf. Fir die obige Wah! von f und g gilt

6u§
Ugq — Uy

2
6uy

u— U1

g(u) - g(ul)+(u—u1)2 — 8ugln(u—u1) + 3(us —u) — + 8urln(us — )| .
u— U .
sichst, daB es zu jedem u1 < 0 Werte u4 gibt, so dal die Entropiebedingung

m letzten Kapitel gezeigt, dafi die

n(u) =

Ich zeige zun

die zugehorige Schockkurve verletzt wird. Ich habe i

fiir
) > ¢'(u) ist fiir gewisse u € (u1,u4). Diese Tatsache

Entropiebedingung verletzt ist, falls n(u

nutze ich aus. Es ist

n(u) - g'(v) =
6u? 6u?
u) — g(u 1. - —u) - - -
-ﬂ;t)___%i__’.l +w-wu) e 8uyln(u —w1) + 3(us — v) oy + 8uyln(ug — u1)| — g'(u).
Mit

o) = g(w) +¢'(W)(w —w) +1/2¢" @) —u)?+1/6¢" (u)(ur —v)® +1/24 9" (u) (w1 — u)*

ergibt sich

n(u) —g'(u) _

(u—up)?
1 £ 1 yjog )+ 12400~ T 2 guuin (M2 )+ 3w - ) - ot
Nun setze ug = —9uy und = —4u, ein:
n(u) - g'(w) _ 6124,”‘_‘_)1 F4(~4uy) +ur +Hhu _42”"1’_ - + 8uyin (%u_l{ﬂ) +
(u —uy)? uy + 4u1 1~ Uy — Uy

6u?
+ 3(—9u1 +4uy) - g ey

_16+45-6/5+8In2— 15 + 6/10)

= U (96/5
_ 4 (8in2-T-2/5)>0
v\—_——\f——/
<0 <0
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Damit ist gezeigt, daf n(—4u1) > g'(~4u,) ist und somit die Entropiebedingung verletzt

wird. Ich zeige jetzt, dal —4ui; > w2 ist. Dann muf der kritische Entropiewert ebenfalls

grofer als wy sein. Im Punkt wo gilt

g(w2) = g(u1)

g wy — U

eecflug) = —2

f fl(ul) > f(w2) i f(ul)
wo — Uy

Man erhilt also folgende Bestimmungsgleichung fiir w;

3 32
4ud - (u] +uqwa + uwi + w3)
Uy — W2

ul =

3 _ 220 ywd — w3
_ 3ud —ujwr — W) — W

up — w2

= 3ul + 2uwe + wl

Also folgt
0= w§ + 2uywr — Buf

= (w2 + 3u1) (w2 — v1)

Da wy > up ist, folgt w2 = —3u,. Es ist aber —duy, > —3u; = w2 (dau < 0). Also muf

> wo sein und somit ist u1 tangentialer Wert (siehe Korollar 5.6).

w(uq)

he Transformationen)

6.2 Bemerkung (méglic
>0,4"<0 sowie f' <0, g" > 0 konnen durch die

1.) Die Falle /" <0, ¢" < 0und bl

-z, y— Y i r—cT,y— —ybzw.z — -,y —y

Transformationen & —
auf den Fall mit konvexen Fluffunktionen f und g zuriickgefiithrt werden.
2.) Insgesamt gibt €s vierundzwanzig mogliche Anordnungen der Anfangsdaten u,,..,uq.

Durch die Transformationen

iy e—y » ¥ —F , uU—1U

y—"Y > u—"UuU

y——-'—z , U U

kann die Anzahl der qualitativ verschiedenen Fille auf acht reduziert werden. Alle Trans-

formationen erhalten das Vorzeichen der auftauchenden FluBfunktionen.

6.3 Bemerkung

1.) Die durch diese
mit den Methoden von Chang und Cheng (2]

Arbeit behandelt werden.

Arbeit nicht erfaften Anordnungen der Anfangsdaten u;,..,u4 konnen
in Kombination mit den Methoden aus dieser
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" !
2.) Im Fall, da f",g" >0 sind und (%) separierte Nullstellen hat, kénnen die Methoden

aus den Kapiteln 4 und 5 fiir die Konstruktion benutzt werden. Unter diesen Vorausset-

zungen kann es im Fall ug < up Lup <uyg
er Fall, falls ng und nr die Entropiebedingung verletzen. Diese Situation

zu Aufspaltungen der Schockkurven g und g

kommen. Dies ist d

" !
kann eintreten, falls (%) zwei oder mehr Wendestellen hat. In den kritischen Entropie-

punkten, d.h. in Punkten, die Segmente der Schockkurve, in denen die Entropiebedingung

erfiillt ist, von Segmenten trennt, in denen sie verletzt wird, gelten zu den Lemmata 4.9-

4.12 analoge Aussagen. Diese liefern die Grundlage, um die Methoden zu benutzen, die bei
der Konstruktion der Enveloppewelle in Kapitel 5 hergeleitet wurden. Die Anzahl der Auf-

" !
spaltungen von Schocks ist durch die Anzahl der Nullstellen von (-}7) im Intervall [uy,u4]

beschrankt.
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