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EINLEITUNG

In dieser Arbeit sollen Losungen zum Cauchyproblem der skalaren Erhaltungsgleichung

(1) uf+f(u)z +g(u)y=0

(2) u(O,z,y) = uﬂ(z,y)

mit f,g € C*(IR) konstruiert werden. Da Losungen zu dem Problem (1),(2) auch bei sehr
glatten Anfangsdaten im allgemeinen zu Unstetigkeiten fiihren, betrachtet man die Glei-
chung im schwachen Sinne. Dieser Losungsbegriff liefert allerdings mehrere zuléssige Losun-
gen. Um die physikalisch sinnvolle Losung zu erhalten, fiihrt man die Entropiebedingung
ein. Kruzkov [5] konnte mit Hilfe der Viskositdtsmethode zeigen, dafl genau eine Losung
existiert, die der Entropiebedingung geniigt. Allerdings ist bisher wenig iiber das qualitative
Verhalten von Losungen bekannt. Dies fiihrt zu der Aufgabe, Losungen fiir Spezialfille ex-

plizit zu konstruieren. In einer Raumdimension hat die Untersuchung des Riemannproblems
ue+ f(u): =0

w, firz<0

u(0,z) =
up, firz>0 ,

mit ur,ur € IR, einen entscheidenden Beitrag zum Verstindnis der eindimensionalen Er-

haltungsgleichung geleistet. Ein zweidimensionales Analogon ist die Gleichung (1) mit An-

fangsdaten der Form

u, fallsz>0undy >0

uy, fallsz <Oundy>0

u(0,z,y) =

42) i uz, fallsz<Oundy<0

ug, fallsz>0undy <0

Im Fall f = g fiihrt die Transformation ( = = +y,n = = — y auf die Gleichung
Ut + 2 f(u)(; =0

Diese Gleichung ist rdumlich eindimensional und kann mit bekannten Methoden geldst wer-
den. Chang und Klingenberg [1] geben fiir allgemeinere Anfangsdaten als (2A) die Kon-

struktionsprinzipien an.

Fiir den Fall f # g konstruierten Chang und Zheng [2] die Losungen unter der Voraus-

setzung, da f” > 0 und g" > 0 sind und jede Linearkombination von f und g hdchstens




eine Wendestelle hat. Klingenberg und Hsiao (4] konstruierten als Beispiel fiir nichtkonvexe
FluBfunktionen die Losung fiir den Fall f = v?, g = v® mit u; < u2 < uy < ug. Auch in

diesem Fall hat jede Linearkombination von f und g hdchstens eine Wendestelle.

In dieser Arbeit werden Losungen zu (1),(2A) konstruiert im Fall, daf f">0und g" >0
sind und Linearkombinationen von f und g mehr als eine Wendestellen haben. Es zeigt
sich, daf die Losungen stiickweise glatt sind. Die dargestellten Methoden reichen kombi-

niert mit den aus [1] bekannten Methoden aus, um Ldsungen fiir eine grofere Klasse von

FluBfunktionen f und g zu konstruieren.

Es ergibt sich folgender Aufbau der Arbeit :
In Kapitel 2 gebe ich einige grundlegende Sitze iiber skalare Erhaltungsgleichungen wie
Existenz, Eindeutigkeit und endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Anfangsdaten an.
AuBerdem gebe ich eine Verallgemeinerung der eindimensionalen Sprung- und Entropiebe-
dingung auf zwei Raumdimensionen an. Es ergibt sich eine Charakterisierung stiickweiser
glatter Losungen.

Im Kapitel 3 zeige ich, dafl Losungen zu Riemannanfangsdaten selbstdhnlich sind, d.h sie
sind konstant auf Strahlen durch den Ursprung. Durch diese Eigenschaft reduziert sich die
Anzahl der unabhéingigen Variablen auf zwei. Dies fiihrt zu einem neuen Losungsbegriff,

der es erlaubt die Konstruktion zu einem festen Zeitpunkt ¢ > 0 durchzufiihren.

Das Kapitel 4 leitet die fundamentalen Konstuktionsprinzipien her. Wegen des Prinzips
der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Anfangsdaten, kann das Problem entlang der
Achsen fiir grofie || und [y| in vier eindimensionale Riemannprobleme aufgespalten werden.
Die Schwierigkeit liegt darin, die vier eindimensionalen Wellen in der Nahe des Ursprungs
zusammenzusetzen. Es zeigt sich, daB eine nidhere Untersuchung der Entropiebedingung

notwendig wird. Diese Analyse macht den Hauptteil des Kapitels 4 aus.

Es zeigt sich, daf Losungen zu (1),(2A) sehr komplex werden, wenn f und g so beschaffen
sind, dafl es Linearkombinationen gibt, die “yiele” Wendestellen haben. Um Losungen ohne

zu grofen Aufwand noch explizit angeben zu kdnnen, mache ich im Kapitel 5 die zusétzliche

"

!
Voraussetzung, dafl der Ausdruck (%) hochstens eine Wendestelle hat. Aus dieser Vor-

aussetzung folgt, daf jede Linearkombination von f und g héchstens zwei Wendestellen hat.
Im weiteren wird die Enveloppewelle konstruiert, d.h. eine Welle, die aus Charakteristiken

besteht, die tangential aus einem Schock herauslaufen. Als weiteres Phinomen tritt eine
Aufspaltung von Schocks auf.
Im Kapitel 6 wird kurz beschrieben, wie die in den Kapiteln 4 und 5 hergeleiteten Metho-

den verallgemeinert werden konnen.




KAPITEL 2

GRUNDLAGEN SKALARER ERHALTUNGSGLEICHUNGEN IN ZWEI RAUMDIMENSIONEN

In diesem Kapitel schildere ich zundchst, was ich unter der Entropieldsung einer skalaren

Erhaltungsgleichung

(1) ue + f(u)e +9(u)y =0

zu den Anfangsdaten
(2) (0, z,y) = uo(z,y)

verstehe. Die Funktionen f und g seien zweimal stetig differenzierbar und uo sei eine be-
schriinkte, mefbare Funktion. Aufierdem gebe ich einige bekannte Aussagen iiber Existenz
und Eindeutigkeit an. AnschlieBend betrachte ich den Losungsbegriff fiir stiickweise stetige

Losungen.

2.1 Definition (Entropiel(")sung)
Eine beschrinkte mefibare Funktion u : Rf x IR* — IR heifit schwache Losung des Pro-

blems (1),(2), falls
(i) fiir alle ¢ € C§°(R™ % IR?) gilt :

/ (upr + f(u)pz + g(u)py) dedydt =0
0 R?

oe . )= 8 Ll m2 .

(ii) esszl\r‘%u(t, ,.) =ug In toc ()

Eine schwache Losung des Problems (1),(2) heifit Entropieldsung, falls
(iii) fiir alle ¢ € C§° (B+ x IR?) mit ¢ > 0 und fiir alle £ € IR gilt

/ /sign (u = k) [(u— k) pe + (f(u) = f(k)) ¢z + (g(u) = g(k)) ] dz dy dt > 0

0 R?

BEMERKUNG:
Die Ungleichung in (

Wahl der Testfunktion ¢ > 0 ausnutzt und k == sup |u(t,z,y)| wihlt.
R*xR?

iii) beinhaltet die schwache Formulierung, wenn man die Willkiir der

Folgende Theoreme konnte Kruzkov [5] in den 60’er Jahren beweisen:



2.2 Theorem(Existenz)

Eine Entropielosung des Problems (1),(2) existiert.

2.3 Theorem
Seien u und v Entropieldsungen zu (1) mit Anfangsfunktionen uo und vy und es sei M, so

da [u(t, 2,y)] < M und [o(t,2,)| < M. AuBerdem sei N = max //(w) + g(w). Dann
wER

gilt fiir alle R > 0, fiir fast alle 7 € IR und fiir beliebiges (z9,0)

wrmg) - vreldedy s [ lun(es) - wle,y)] dady

BRr(z0,y0) Br+nr(20,0)

Betrachtet man ug = vo, ergibt sich das folgende Korollar :

2.4 Korollar
Es existiert genau eine Entropielésung zu dem Problem (1),(2) .

2.5 Bemerkungen
1.) Es seien u,v, %0, %0 wie in Theorem 2.3. Gilt nun ug = vg in IR\ Bg(zg,%) ( R > 0 und
(zo,y0) € IR* ), dann folgt :

w=vin {(t,z,y)] |(z,¥) — (z0,%)| > R+ Nt}

Diese Aussage kann folgendermafen interpretiert werden:
Das Einfluigebiet der Anfangsdaten breitet sich mit endlicher Geschwindigkeit aus. Eine
lokale Abinderung der Anfangsdaten hat fiir die Gestalt der Losung zu einem spéateren

Zeitpunkt nur einen lokalen EinfluB. Diese Eigenschaft der Losung wird bei der Konstruktion

der Riemannldsungen wichtig werden.

2.) Kruzkov hat die obigen Aussagen fiir n > 1 Raumdimensionen gezeigt. Fiir meine

Zwecke reicht aber die angegebene Version fiir n = 2.

Die Konstruktionen in dieser Arbeit sollen in der Klasse der stiickweise glatten Funktionen

vorgenommen werden. Eine stiickweise glatte Losung erfiillt (1) in Punkten, in denen sie
)

klassisch differenzierbar ist, stark und iiber Sprungunstetigkeiten hinweg sind die folgenden

zwei Bedingungen erfillt ( zur Definition von stiickweise glatten Funktionen siehe [7] )




2.6 Sprungbedingung
Sei P = (tg,20,%0) €in Punkt auf einer Unstetigkeitsfache I' und 7 eine Normale an I in P.

Weiterhin sei u+ = lirré w(P + eit) und u_ := li\r'rtl) u(P — €ni)
€N, €

Dann gilt:
7wy = ue, flug) = F(us) g(us) = gus)) =0

2.7 Entropiebedingung

Sei 7t so orientiert, dafl uy > u— - Dann gilt fiir alle k € [u_,u ]

i (k—u-, f(k) = fu-),9(k) — g(u-)) 20

Umgekehrt erfiillt eine stiickweise glatte Funktion, die in Punkten in denen sie stark differen-
zierbar ist, die Differentialgleichung stark erfiillt und iiber Sprungunstetigkeiten hinweg der
Sprungbedingung geniigt, die schwache Formulierung der Gleichung (1). Ist zusatzlich {iber
Sprungunstetigkeiten hinweg die lokale Formulierung der Entropiebedingung (2.7) erfiillt, so
gilt die Entropiebedingung auch im integralen Sinne (2.1.(iii)). Diese Aussagen lassen sich

mittels partieller Integration und spezieller Wahl von ¢ und k beweisen (siehe [5] und [9] ).




KAPITEL 3

EIGENSCHAFTEN VON RIEMANNLOSUNGEN

3.1 Definition

Unter einem Riemannproblem versteht man folgende Aufgabe:

Gesucht ist eine Entropieldsung zu der Gleichung

(1) e+ fw)e +9(u)y =0

mit den Anfangsdaten

uy, fallsz>O0undy>0
ug, fallsz <Oundy>0
(2) u(0,2,y) = .
u3, fallsz<Oundy<0
ug, fallsz>0und y <0

Dabei seien f,g € C2(R) und u1,uz,us, Us € IR . Losungen von (1),(2) seien im folgenden

als Riemannlosungen bezeichnet.
Aus dem folgenden Lemma folgt, daf Riemannlsungen selbstdhnlich sind, d.h. sie sind

konstant auf Strahlen durch den Ursprung.

3.2 Lemma
Sei u: IR x IR — IR Entropielosung der Gleichung

U + f(u)r +g(u)y =0

'U(O,Z, y) = U (23, y)

AuBerdem gelte fiir alle ¢ >0, daB uo(z,y) = ug(cz, cy). Dann gilt fiir alle ¢ > 0

u(t, z,y) = ulct, cz,cy)

Beweis:

Sei uc(t,z,y) = u(ct,cz,cy)
und erfiillt die schwache Formu
Aus der Eindeutigkeit der Entropieldsung folgt :

fiir ein beliebiges ¢ > 0. u. hat die gleichen Anfangswerte wie u

lierung der Differentialgleichung und die Entropiebedingung

u(t,z,y) = uc(t’ T, y) = u(Ct, C(E,C’y)



Im Falle von Riemannanfangsdaten kann ich also folgenden Ansatz fiir die Losung machen

u(t,z,y) = u(l, ) = u(¢,m)

y

~|8
S~

mit { =zft,n = y/t und U : R? — IR . Im folgenden soll & konstruiert werden.

Ich untersuche, welche Eigenschafte
uieren werde, untersuche ich zunichst, wie @ in “glatten

n @ haben mu8, damit v Entropieldsung ist. Da ich

stiickweise glatte Losungen konstr

Bereichen” zu konstruieren ist und anschliefend, was in Sprungunstetigkeiten gelten muf}
’

damit v Losung des Problems (1),(2) ist.

Sei u eine Losung des Riemannproblems. Auflerdem sei P = (t,z,y) ein regulirer Punkt

von u, d.h. u sei in einer Umgebung von P klassisch differenzierbar. Dann ist % in einer

Umgebung des Punktes (¢,n) = (z/ t,y/t) differenzierbar.

Es folgt :
8¢ . On :
_o¢ .1
3) ur = gz = UCy
U ﬂ@l:ﬂl
y "lay 7lt

Differenziert man in der Differentialgleichung (1) f(u). und g(u), aus, erhilt man die fol-

gende quasilineare Formulierung der Gleichung

ue + f'(w)us +9'(Wuz =0

Mit (3) ergibt sich
¢ . - S
—igy ~ Uyt fl(@)ics +9'(@)iq; =0
t
Es folgt
(f'(@) = Q)¢ + (g'(@) = M)in =0
i muB obige Gleichung in reguliiren Punkten erfiillen, falls u Losung des Problems (1),(2)
sein soll.
Als néachstes untersuche ich, was iiber Sprungunstetigkeiten hinweg erfiillen muf}, da-

mit u Entropieldsung ist. Fliachen auf denen u unstetig ist, ergeben Schockkurven fiir die

Funktion @. Wegen der Selbstahnlichkeit von u hat eine Schockkurve S die folgende Gestalt:

S ={(t,¢(s)t,n(s)t) |t € (0,00),8 € I'}

Dabei sei
i) I=(a,b)CIR ein Intervall ,

i) ¢ € CHI,R) mit (¢',n)(s) #0 fiiralles€ I

i) (¢,n) injektiv.




Fiir die Betrachtung der Sprung- und Entropiebedingung bendtige ich eine Normale an den
Schock. Um die Normale zu bestimmen, berechne ich zunachst zwei Tangentialvektoren an
die Schockfliche. Es ergeben sich

. 0

= 5?(t,g(s)t,n(S)t)= (1,¢(s),n(s))  und

" 10 / !

e Zé—s(t,c(s)t,n(s)t)= (0,¢(s)ym'(s))
Durch das Vektorprodukt zwischen 7, und 7, erhdlt man eine Normale 7 .

i =7 x 7= (C6)n'(s) = ¢'(s)n(s), —n'(5),¢'(s))

Die Sprungbedingung fiir einen Punkt P auf der Schockunstetigkeit lautet:

e (ug —umy flug) = flu-),9(uy) —g(u-)) =0

il b= }1{% (P + €ft) und u_ = e11{1(1’1;(P —€i) . Damit ergibt sich:

cloyte) — Cote) - () LT o g ) Zolec)
. + —U-

= (- 2L o R e .

Damit erhélt man :

I
&

Flus) = flu-) uy) — g(u-
(@ (e (e e L
Uy — U Uy — U
. Der Vektor n = (ng,ny) ist eine Normale an die Schockkurve

o Aus (4 folg,dag (¢ - L TL), _ glee) — o),

hockkurve die gleiche Richtung haben. Das bedeutet, daf8 die Tangente durch den Punkt

Es sei dabei 77 = (ntyn:any)

und die Tangente an die

Sc
(i) = fluo) gles) 2900, g,

Uy — U

Jetzt untersuche ich, was aus der Entropiebedingung fiir % folgt. Die Normale 7 sei jetzt

so orientiert, da us > u- - Die Entropiebedingung besagt, daf} fiir alle £ mit u_ <k < uy

gilt:
it (k—u=, f(k) = fu=),9(k) — g(u-)) 20

Daraus folgt:

f(k) = f(u-)

(+) Met e vy

Aus der Sprungbedingung folgt:

() ne = ~Me s

10




Aus (*) und (**) folgt:

. flk) = fu) g(k) - g(u-) o flug) = flu-) dop g(uq) — g(u-)
LI P Vok—u. T uy—u- Voouy —u_

und zwar fiir alle k mit u_ < k < uy . Diese Bedingung ist dquivalent zu:

Fk) - Flu-) 2 Flue) - Flee) firu. <k<u

k—u_ Uy — U

Dabei ist F(v) = n=f(v) + nyg(v) .
Aus der obigen Ungleichung folgt, dafi der Graph der Funktion F zwischen u_ und uy

oberhalb der Sekanten zwischen diesen beiden Punkten liegen muf (siehe Abbildung 3.1).

NF

Abbildung 3.1

Es wird die eindimensionale Entropiebedingung in Normalenrichtung gepriift. Die soeben
hergeleitete Formulierung der Entropiebedingung macht deutlich, wie wichtig die Linear-
kombinationen von f und g sind. Es wird sich zeigen, dafi insbesondere die Anzahl der
Wendestellen der Linearkombinationen die Komplexitdt der Losung beeinflufit.

Schlielich muB % so konstruiert werden, dafl u die Anfangsdaten (2) annimmt.

Sei z > 0 und y > 0. Es gilt

" W sql Y
= 0) ) =1l sy = 73 7
w = u0,2,9) = limu(t,2,9) = g (5, )
= c:}ir}l w((,n) =uy mit (>0undn >0
‘=¢onnl

11




Da ug in einer Umgebung von (z,y) konstant ist, und die Anfangsdaten dem Prinzip der

endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit gehorchen, existiert :h\?(lJ u(t,z,y) . Analoges gilt fiir

die anderen Quadranten. Insgesamt ergibt sich
uy, falls¢>0undn>0
uz, falls¢ <Oundn>0
lim u(¢,n) =
tn? oo us, falls ( <0und 7 <0

-{:connt
ug, falls¢ >0undn<0

Damit ergibt sich folgendes Theorem:

3.3 Theorem
Sei i : IR® — IR stiickweise glatt und gilt
1.) in allen Punkten (¢,7) € IR, in denen @ glatt ist, daf
(f'(@) = Q)i + (¢ (@) = n)iy, =0
2.) in allen Sprungunstetigkeiten ({,7) € IR?, dafl
a) die Sprungbedingung ist erfiillt, d.h.

‘nc(C‘&ij:‘—i—S&l)+n”(n—-ﬂ%_z%‘_)):o :

dabei sei n = (n¢,n,) die Normale an die Schockkurve und zwar so orientiert, dafl

wp o= lima ((Gym) + en) > Bmi ((G,) ~ en) =+

b) die Entropiebedingung ist erfiillt, d.h.
F(k) - Plu) | F(uy) = F(u.)

k- Ut — U

fiir alle k € [u—,u4] ; dabei sei F:=n¢f +n,g,

3:)
uy, falls¢>0undnp>0
N uz, falls{ <Oundn>0
lim a(¢,n) =
iy ug, falls{ <Oundn<0

S-:carut
n
ug, falls¢>O0undp<0 ,
dann ist w: IR* x IR — IR definiert durch

u(tazay) = ﬁ'(%$% firt >0

u;, fallsz>0undy >0
ug, fallsz <Oundy>0 2
d u(0,z,y) := ir t=0
u ( uz, fallsz<Oundy<0

ug, fallsz>O0undy <0

12




die Entropieldsung zu der Gleichung
(1) u+ fu)e +9(u)y =0

mit den zugehdorigen Riemannanfangsdaten (2).

Umgekehrt gilt fiir jede stiickweise glatte Entropielosung zu (1) mit Riemannanfangsdaten:

Die Losung ist selbstéhnlich und fiir w(¢,n) = ulc,e,en) ((mit ¢ > 0 beliebig ) gelten
1.)-4.) .

Mein Ziel ist es die Funktion % zu konstruieren. Dazu betrachte ich zunachst die Charakte-

ristiken der Gleichung
(v % %) (f'(8) - Qg + (¢'(8) = Mg =0,

um das Verhalten von @ in den “glatten Bereichen” zu studieren.

3.4 Definition(Charakteristik)
Sei @ in der offenen Menge V c R? glatt. Eine Kurve (z,y): I — V (I C IR ein Intervall)

heift Charakteristik, falls

d .
—-a(s) = f'(a(a(s),y(s))) — 2(s)
d

-v(s) = ¢'(a(=(9),4(s))) — 9(s)

3.5 Bemerkung
i) Eine Lésung % von (* x *) ist auf Charakteristiken konstant und der Bildbereich der

Charakteristik ist Teilmenge einer Geraden durch den Punkt (f'(a),g'(w)), falls i(z,y) = u

auf der Charakteristik.
i) Seiw € C*(V) (V C IR? sei ein Gebiet). Ist w auf Charakteristiken konstant, so erfiillt

w die Differentialgleichung (x * *) stark.

Beweis:

i) Es gilt
i- _ . dz dy
a(s),(0)) = e + i 2

¢(f'(@) = @) + g (g'(@) — y)

Il
[~

== w(z(s),y(s)) =14 fiir ein @ € IR

13




Sei (20, Y0) = (2(80),y(50)) mit so € I, dann folgt:

z(8) = (zo = f'(@))e* ™" + f'(a)
(+) ,
y(8) = (yo — g'(@)e™° +g¢'(a)
Sei ohne Einschrankung zo # ¢'(#), dann gilt

80— 8

dy _ —(y —g'(@)e _w—g(@)

dz —(zo — f'(@))es0 — 3 - 7'(a) = const

Daraus folgt, daff die Charakteristik Teilmenge einer Geraden ist. Aus (+) folgt, daf die

Gerade durch den Punkt (f'(2),¢'(@)) geht.
ii) Dies folgt sofort aus der Definition der Charakteristiken.

q.e.d.

3.6 Definition (Basiskurve)

Die durch die Parametrisierung

B:R—mz

w— (f'(w),g'(w))

definierte Kurve heifit Basiskurve der Gleichung u; + f(u): + g(u)y, =0 .

Ich bestimme die Losung unter anderem mit Hilfe der Charakteristiken. Die Bemerkung 3.5

zeigt, wie wichtig die Basiskurve bei diesen Betrachtungen ist.

14



KAPITEL 4

METHODEN DER KONSTRUKTION UND EINFACHE FALLE

Im folgenden sei stets f” >0, g" > 0 und f,9 € C*(IR) vorausgesetzt. In diesem Kapitel
will ich die fundamentalen Konstruktionsprinzipien herleiten. Wegen des Prinzips der end-
lichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Anfangsdaten haben entlang der Achsen nur zwei

Anfangswerte einen EinfluB auf die Gestalt der Losung (fiir grofe |z| bzw. |y| ). Ich spalte
das Problem auferhalb des Kegels

Kz{(tvxvy)l |(2D,y)| >Nt}

in vier eindimensionale Probleme auf (zur Definition von N siehe 2.3). Deshalb l6se ich die

Gleichung zundchst mit Anfangsdaten der Form

wy, firy <0

(*) U(O,Z,y) e
wy, firy >0

Das folgende Lemma gibt die Losung in diesem Fall an.

4.1 Lemma

Die Entropieldsung zu der Gleichung

uy + f(ll,)z. + g(u)y =0

mit den Anfangsdaten (x) lautet

1.) fiir we 2 wit

wy , fiir Y S tgl(wl)
u(t,z,y) =« w, firy=tg'(w)und w; <w < w,

wy, firy > tg'(wn)

2.) fiir wa < wy:

wy, firy< tg———————(wl) — 9(ws)
wp — Wy

u(tvxay) =
g(w1) - g(w2)

w2, fury>t
wp — w2

Beweis:

15



Wegen der speziellen Wahl der Anfangsdaten reduziert sich das Problem auf

U + g(u)v =0

wy, firy<0
u(0,y) =

wy, fliry >0

In diesem eindimensionalen Fall sind die Losungen bekannt (Smoller , [9] ) . Im Fall wy > w,
ergibt sich eine eindimensionale Verdinnungswelle. Wegen der Voraussetzung g” > 0 ist u
aus 1.) wohldefiniert. Falls wz < w) ist, ist die Schockgeschwindigkeit so gewihlt, dal die
Sprungbedingung erfiillt ist. Die Entropiebedingung folgt aus der Konvexitat von g.

q.e.d.

Zum Zeitpunkt ¢ = 1 haben die in 4.1 konstruierten Ldsungen folgende Gestalt
1.) fiir wy > w) siehe Abbildung 4.1 ,
2.) fir wz < wy siehe Abbildung 4.2 .

AY
wl
72‘5’(“"1)
>
Y =9 (w,)
W4

Abbildung 4.1: w; > w; fiir t =1

Es gilt @(¢,n) = u(1,¢,n). Im Fall w; < w; sind die eingezeichneten Geraden die Charak-
teristiken von @ bzgl. der Gleichung
(f'(@) - ¢)ic + (¢'(@) = n)id, =0  (siehe 3.3-3.5) .
Analog kann die Erhaltungsgleichung mit den Anfangsdaten
wy, firz<0

u(0,2,) =
wp, firz >0 geldst werden.
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W,
Y= 2 (w,) '2(w‘)
Wa = W,
W,

Abbildung 4.2: w, < w, fur t =1

4.2 Definition
Im folgenden bezeichnen SY [wy,w2] bzw. VY [w;,w;] die eindimensionalen Schock- bzw.

Verdiinnungswellen aus (4.1) . Entsprechend seien SX [wy,w2] und V X [wy, w,] definiert.

Das Problem ist nun, die vier eindimensionalen Wellen im Kegel K zusammenzusetzen. Falls
die vier eindimensionalen Probleme nur Schocks bzw. nur Verdiinnungswellen liefern ist dies
noch einfach. Ich gebe im folgenden stets die Losung u des zugehdrigen Problems aus (3.3)

an. Sie stimmt mit u zum Zeitpunkt ¢ =1 iiberein.

4.3
Sei ug < up < ug < U1, dann hat die Entropielésung des Riemannproblems die in Abbildung

4.3 skizzierte Gestalt. Dabei sei P; := (f' (1g), 9" (us)) Hir 1 = 1,2,3.4.

Beuweis:
Die Gestalt der Losung fiir Punkte (z,y) mit z? +y2 grof} ergibt sich aus dem oben Gesagten.
Es gilt

2 Bu) = (£ (w).g" )

dw

Da f >0und g" >0 sind, ist die Basiskurve streng monoton steigend. Auflerdem tref-
fen sich nach (3.5) zwei Charakteristiken mit dem gleichen Wert von u ( sei v = 4 ) im
Punkt (f'(@),¢'(@)) . Daraus folgt die angegebene Anordnung der Charakteristiken. Da
sich die in 4.3 skizzierte Funktion aus Bereichen zusammensetzt, in denen sie aus Charak-

teristiken besteht und aus Bereichen in denen sie konstant ist, ergibt sich aus (3.3), daf sie
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&\ /"‘_-/ \Pq
Uy

Abbildung 4.3: u3 < uz < us <Yy

die gesuchte Entropielosung ist. Die angegebene Funktion ist an den Ubergingen zwischen
Verdiinnungswellen und konstanten Bereichen stetig, aber im allgemeinen nicht differen-
sierbar. Dies lassen sowohl die schwache Formulierung der Erhaltungsgleichung als auch die
Entropiebedingung zu (siehe Sprung- und Entropiebedingung aus 2.6 bzw. 2.7 fiir u_ = u,).

q.e.d.

BEMERKUNG:
Analog 148t sich der Fall u3 < u4 < u2 < u; behandeln. Dieser Fall kann aber auch durch

Transformation auf den in (4.3) behandelten Fall zuriickgefiihrt werden. Ich gebe in diesem

Kapitel lediglich qualitativ verschiedenen Fille an. Auf mdgliche Transformationen gehe ich

in Kapitel 6 ein.

4.4
Sei u; < up < ug < ug . Dann hat die Entropielésung die in Abbildung 4.4 skizzierte

Gestalt.

(1) = f(ua) g(ua) = (wa)  p _ Flus) = S(ua) glur) = glue)y o

Dabei seien P; = ( ) .
U — U2 U2 — U3 U3 — Uq Uy — Ug

Fur) = flus) g(ua) = g(u;))‘

b
Uy — U3 Uy — U3

Py = (

Beweis:
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